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Tartalmi kivonat

Szamos idoben valtozé folyamatnal a vizsgalt rendszer pillanatnyi megvaltozédsa
nem csupdan a rendszer jelenlegi allapotatol, hanem korabbi allapotatdl is fiigg. En-
nek modellezésére késleltetett differencidlegyenleteket haszndlnak. A késleltetés
hatdsdanak figyelembe vétele 1ényegesen megneheziti a vizsgdlatot, mivel a rend-
szer fazistere végtelen dimenzids, szemben a kozonséges differencidlegyenletekkel
val6 modellezéssel, ahol csak véges dimenzids problémékkal taldlkozunk. Ennek a
nehézségnek a lekiizdésére Repin javasolt egy eljarast, az in. lancmdédszert, amely-
nek sordn a késleltetett egyenlet megoldésait egy magasabb dimenzidji kozonséges
differencidlegyenlet-rendszer megolddsaival kozelitette minden véges iddintervallu-
mon. Bizonyos kompartmentrendszerek tulajdonsdgait figyelembe véve Gyori a
lancmddszernek egy jszertti médositasat kezdeményezte. A mddositds azért je-
lent6s, mert a Gyori-féle approximdcié nem csupéan véges intervallumokon, hanem
bizonyos feltételek mellett a teljes félegyenesen egyenletesen konvergdl a késlel-
tetett egyenlet megoldédsdhoz.

Az értekezésben a médositott lancmaddszert vizsgaltuk a kordbbiaknal dltaldno-
sabb késleltetett egyenletekre. Definidltuk az approximalé kozonséges differencial-
egyenlet-rendszert, bizonyitottuk annak egyenletes konvergencidjat minden véges
intervallumon, és explicit elegendé feltételt adtunk arra, hogy a konvergencia
egyenletes legyen a teljes félegyenesen. Elegendden sima kezdeti fiiggvényekhez
tartozo megoldésokra a konvergencia nagysdgrendjére is sikeriilt becslést adnunk
véges és végtelen intervallumokon egyarant. Az approximaécios tételek bizonyitésa
sordn 1j globdlis exponencidlis stabilitédsi kritériumokat kaptunk, amelyek snmaguk-

ban is érdekesek. Approximécios tételeinket tobb modellegyenletre is alkalmaztuk.



Abstract

In many processes changing in time the speed of the change depends not only
on the present state, but also depends on the previous state. This can be modelled
using delay differential equations. The effect of the delay makes the analysis diffi-
cult, because the phase space of the system is infinite dimensional, contrary with
ordinary differential equations, which lead only to finite dimensional problems. In
order to overcome this difficulty, Repin suggested a method, the so-called chain
method, where the solutions of the delay differential equations are approximated
by the solutions of a higher dimensional system of ordinary differential equations.
Based on some properties of compartmental systems, Gyori initiated a new mod-
ification of the chain method. This modification is significant because Gyori ’s
approximation converges not only on finite intervals, but under certain conditions
it converges to the solution of the delay equation on the whole half-line.

In the thesis, we have studied the modified chain method for more general delay
differential equations than previously. We have defined the approximating system
of ordinary differential equations, we have shown its uniform convergence on each
finite time interval and we have given explicit sufficient conditions under which
the convergence is uniform on the whole half-line. For solutions corresponding
to sufficiently smooth initial functions, we have given an estimate for the order
of the convergence on both finite and infinite intervals. During the proof of the
approximation theorems, we have obtained new global exponential stability criteria
which are interesting in their own rights. The approximation theorems have been

applied to several model equations.
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1. Bevezetés

1.1. A lancmoddszer

Szémos biolégiai, fizikai, kémiai, mfiiszaki és kozgazdasdgtani folyamatnél a rend-
szer pillanatnyi megvaltozdsa annak korabbi allapotdtdl is fiigg. Ezeknek a folya-
matoknak a modellezésére késleltetett differencidlegyenleteket hasznédlnak. A késlel-
tetett differencidlegyenletek elméletére vonatkozoé alapvetd eredmények Driver [15],
Hale [31], Hale és Lunel [32] illetve Diekmann et al. [14] monogréfidiban szerepel-
nek. A kutatdsok motivaciéjardl és a kiilonboz6 tudoméanyteriiletekrél szarmazoé
modellekrsl Erneux [16], Kolmanovskij és Myshkis [39], Gopalsamy [21], Kuang
[43] és Smith [48] monogrifidiban olvashatunk részletesen. A kozonséges diffe-
rencidlegyenletekkel ellentétben a késleltetett argumentumii differencidlegyenletek
fazistere végtelen dimenziés. Ez a tény szdmos nehézséget okoz a megolddsok
kvalitativ és kvantitativ tulajdonsdgainak vizsgdlatdban. Ennek a nehézségnek a
lekiizdésére Repin [49] egy approximécios eljérdst javasolt, amelynek sordn a késlel-
tetett egyenlet elegendden sima megoldasait egy alkalmasan valasztott magasabb
dimenziéju kozonséges differencidlegyenlet-rendszer megolddsédval approximélta. A

Repin-féle eljé-rast, az un. ldncmddszert az

Z(t)=f(z(t),z(t—71)), t>0, (1.1)

skalaris egyenleten fogjuk bemutatni, ahol 7 > 0 és f : R x R — R folytonos. Az
egyenlet megolddsan olyan x : [—7,00) — R fiiggvényt értiink, amely folytonos
[—7,00) —n, differencidlhaté [0, 00) —n, és itt eleget tesz az egyenletnek. A
lépések maédszerével beldthaté, hogy ha az f fiiggvény Lipschitz-folytonos, akkor
barmely ¢ : [—-7,0] — R folytonos kezdeti fiiggvény esetén az (1.1)) egyenletnek

egyetlen olyan megoldésa van, amelyre teljesiil az
x(t)=¢(t), tel[-70] (1.2)
kezdeti feltételt. Legyen n > 1 egész és vezessiik be az

d=a(t-j2), =0, 0<j<n (1.3)
n
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jelolést. Ha x folytonosan differencidlhato a [—7, co) intervallumon, akkor a Taylor-

formulabdl kapjuk, hogy minden ¢ > 0 és 1 < j < n esetén

(t=i7) = e (t=a7) = Ze (=G =0 7) + 4!
t—j—)=—a(t—j—)——a(t—(G-1)- e 1.4
?(t=jT)=Za(t=il) = e (t-G-D)+ul 0. (L)
ahol a Mgn] hibatag "kicsi". Egyszerfi szamoldssal ellenérizhets, hogy az z[" =
T
<a:([)n}, x[ln], oz }> vektorfiiggvény, ahol T a transzpondldsra utal, megolddsa az
zo = f (w0, n)
n n " . 1.5
xé:—;xj+;xj_1+u£~](t), 1<j<n, (15)
kozonséges differencidlegyenlet-rendszernek, és ezen megoldds kezdeti értékei
.T .
50 =6(-=jz), 0<j<n (1.6)

Az approximalé kozonséges differencidlegyenlet-rendszert az (1.5)) egyenletrend-
szerbdl a ugn] hibatagok elhagydsaval kapjuk, azaz az (1.1) — (1.2 kezdetiérték-

feladat megoldésat az

yO - f (yann) 3
) e (1.7)
Y; = =Y+ =Y, 1<j<n,
kozonséges differencidlegyenlet-rendszer
LT .
b0 =0 (=j2), 0<j<n (18)

kezdeti feltételt teljesité megolddsdnak gy, komponensével kozelitjiik.

T

Legyen @ az (L) — (T2) illetve o = ("o, . l") 2z @D - @3
kezdetiérték-feladat megoldasa. Repin [49] megmutatta, hogy ha a ¢ kezdeti fiigg-
vény elegendden sima, akkor y([)"] — x egyenletesen minden véges [0,7],T > 0 in-

tervallumon. A lancmdédszerrel kapcsolatos tovdbbi eredményeket Banks [2], Banks
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és Kappel [3] és Janushevski [34] munkdiban taldlhatunk. Amint azt Gedeon és
Hines [I8, [19], Demidenko [13] és Koch [37] kutatdsai bizonyitjak, a lancmaédszer

vizsgalata tovdabbra is aktuadlis.

1.2. A moddositott lancmdédszer

Bizonyos kompartment rendszerek tulajdonsdgait alapul véve, Gyoéri [24, 25] a
ldncmddszernek egy fontos médositdsit kezdeményezte. A kompartment-rendszerek
alkalmasak idegen anyag kinetikdjanak vizsgdlatara, pl. szervek, szovetek kozotti
gyoégyszerek mozgdsanak, dtalakuldsdnak kinetikai lefrésdra. Eppen ezért nép-
szeriiek pl. a gyégyszerkutatdsban vagy anyagcsere folyamatok vizsgilatdban.
Megemlitjiik, hogy Kanyar, Eller és Gyori [35] radiokardiogramok matematikai
lefréasara hasznalt csoves kompartment-rendszert.

A Gyori-féle megkozelitést az

() ==lg@E®)+g@®)+g@t-7), t=0 (1.9)

egyenleten illusztraljuk, ahol 7 > 0 és gg, g : R — R nemnegativ folytonosan diffe-
rencidlhaté fiiggvények. Az késleltetett argumentumi differencidlegyenlet
egy csoves kompartmentrendszer allapotét irja le, ahol z (f) a kompartmentben
1év6 anyag mennyisége a t id6pillanatban (mértékegysége tomegegység), go (x (1))
a kifoly6 tomegaram, g (x (t)) a kompartmentbdl a cs6be juté tomegéram, T pedig
a tranzitidot jeloli (lasd |1 dbra).

g0 (= (t)) gla(t—r))

1. abra. Csoves kompartment-rendszer
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A rendszer kezdeti allapotét egy ¢ : [—7,0] — R folytonos kezdeti fiiggvénnyel
definidljuk. Az ((1.9) egyenlet ekvivalens az

£ (1) + / gz (s))ds + /go<x<s>>ds=¢<o>+ /g<¢<s>>ds, >0, (110)

integralegyenlettel, amely az anyagmegmaradds torvényén alapulé mérlegegyenlet.

Vezessiik be az

=G (1.11)
o= [ )i 1<i<n
t—jz
t=(j-17
jeloléseket, ahol ¢ > 0 és n > 1 egész. Ebben az egyenletben az [ g(z(s))ds
=5

T T
integral a [t —j—,t—(j — 1) —| id6intervallumban a csébe bedramlé anyagmeny-
n n

T
nyiséget jelenti. Kénnyen ellenérizhetd, hogy az ™ = (x%"], :13[1"}, e Z ]> vektor-

fiiggvény megolddsa az

n n
th = —lgo(wo) +g (wo)] + o — ! (1),
n n
¥ = glwe) — S+l (1), (1.12)
T
n n n n .
W = Capa— a0 - )l 0, 2<i<n,

kozonséges differencidlegyenlet-rendszernek, ahol

t—=(-1%
ug-"](t):E / g(:c(s))ds—g(:t(t—j%)), 1<j<n.

T

l—j

Az approximél6 kozonséges differencidlegyenlet-rendszert az (1.12]) egyenletrend-
szerbdl a ugn] hibatagok elhagyasdval kapjuk, azaz az (1.9) — (1.2]) kezdetiérték-
feladat megolddsdt az
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n
Yo = —1[90 (o) + g yo)] + —Yns
n
1 = g(w)— Y (1.13)
A n 2<i<n
yj - Tyjfl Tyja >N,

kozonséges differencidlegyenlet-rendszer

-G-D5

w0 (0) = 6(0), 1, (0) = / 0(6(s)ds, 1<j<n, (1.14)

kezdeti feltételt teljesité megolddsdnak yy komponensével fogjuk kozeliteni.

A Repin-féle eljérdshoz hasonléan a mdédositott lancmddszer is egyenletes app-
roximéciojat adja a késleltetett egyenlet megoldédsainak [0, co) minden véges részin-
tervallumén. A Gyori-féle médositas azért jelentds, mert bizonyos feltételek mellett
garantédlja a megoldédsok egyenletes approximaciéjét a teljes [0, co) intervallumon.

Legyen z az - illetve yM = (y([)"], yﬁ”], o yy[bn]>T az —
kezdetiérték-feladat megolddsa. Gy6ri és Turi [28] megmutatta, hogy ha az z
megoldés kétszer folytonosan differencidlhaté a [—7,00) intervallumon, tovabba

teljesiilnek az
/|x' (t)] dt < oo, /|x” ()] dt < oo
0 0

feltételek, akkor létezik C' > 0 gy, hogy minden n—re

sup |« (¢) - ol (0] < T
t>0 n

Specialisan, y[[)n] — x egyenletesen a teljes [0, 00) intervallumon, amint n — oo.
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1.3. Az értekezés célja és felépitése

Az értekezésben a médositott lancmdédszert fogjuk kiterjeszteni az ((1.9) skaldris

egyenletnél dltalanosabb

o' (t) = Az (t) + f (x (1) + g (x (t — 7))

differencidlegyenlet-rendszerre, ahol A egy d x d tipusi valés négyzetes métrix,
f,g: R — R? folytonos vektorfiiggvény.

A 2. fejezetben definidljuk az approximdalé kozonséges differencidlegyenlet-
rendszert és bizonyitjuk a mdédszer konvergencidjat a késleltetett egyenlet ele-
gendben sima kezdeti fiiggvényekhez tartozé megolddsaira elébb véges interval-
lumokon, majd bizonyos kiegészitt feltételek mellett a teljes [0, 00) intervallumon.
Hangsilyozni kivanjuk, hogy elegendden sima kezdeti fiiggvény esetén az approxi-
mécié nagysagrendjére - véges és végtelen intervallumon egyardnt - tudunk becs-
lést adni.

A 3. fejezetben a késleltetett egyenlet tetszdleges folytonos kezdeti fiiggvény-
hez tartozé megolddséra is bizonyitjuk a médositott lancmédszer konvergencidjat.
A bizonyitasban felhasznéljuk a 2. fejezetben bizonyitott approximécios tételeket
és tovabbi 1j eredményeket a késleltetett egyenlet illetve az approximalo kzonséges
differencidlegyenlet-rendszer megolddsainak egymadstol valé tavolsagardl. Ezek az
eredmények 6nmagukban is érdekesek, mivel dj globdlis exponencidlis stabilitédsi
kritériumokat is levezethetiink bel6liik. A bizonyitds alapja a monoton dinamikai
rendszerek elméletébdl ismert osszehasonlité elv. Megjegyezziik, hogy a 2. fe-
jezetben szerepl6 approximdcios tételekkel ellentétben az dltaldnos esetben a kon-
vergencia nagysagrendjére nem tudunk a becslést adni.

A 4. fejezetben konkrét késleltetett egyenletekre alkalmazzuk a mddositott
lancmddszert. A példdk kozott szerepel egy farmakokinetikai modellegyenlet, egy
halpopulédcié modellegyenlete, egy neurdlis hélézatos modell két kiilonbozo ak-
tivalasi fiiggvénnyel és tovdbbi egyenletek, amelyeken a numerikus approximé&cié
pontossagat illusztraljuk. A példdkban szerepld kozonséges differencidlegyenlet-
rendszereket a Matlab programba beépitett ode45 algoritmussal oldottuk meg.

A Fiiggelékben a 3. fejezetben szerepld stabilitdsi kritériumokat kiterjesztjiik

a késleltetett differencidlegyenletek egy altalanosabb osztdlydra. Az Gsszehason-
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lit6 elv alkalmazdasdval 1ij globédlis exponencidlis stabilitasi kritériumot adunk egy
neurslis halézatot leird, tobb késleltetést tartalmazé modellegyenletre. Az app-
roximécids tételeink bizonyitdsdban szerepld fontosabb konstansok jelentését is itt
soroljuk fel.

Az értekezés végén roviden Osszegezziik a legfontosabb 1j eredményeket, té-

ziseket.
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2. Approximacié sima kezdeti fiiggvények esetén

2.1. Jelolések

Jelolje R a valés szdmok halmazat és d > 0 egész esetén R? a d dimenzids valds
vektorteret, R?¢ pedig a d x d tipusi valés métrixok terét. Legyen ||-|| tet-
széleges norma R?—n. Ha A € R¥9, akkor az A matrix indukdlt normdjdt illetve
Lozinszkij-mértékét ||A|| —val illetve p (A) —val jeloljiik, azaz

[Ax]|

| Al = sup—,
20 |||

illetve

. E+0A|l -1
w4 :51;%1%

)

ahol E € R4 az egységmétrix. A szokdsos RY—beli normdk esetén ||A| és u(A)

értékeit az aldbbi tdblazat tartalmazza [36):

] ]l | 1Al p(A) |

()

i~ sup || supy_ |a;;| sup (aiﬂr > |%‘|>
L

b > |l supy _ |a| sup | aj; + > |ag]
J J ]

i

N

0 <z |3:Z-|2) VA A

1. tablézat.

Az|l| tablazatban \* illetve A az AT A illetve az % (AT + A) matrix legnagyobb
karakterisztikus gyokét jeloli.

A fentieken kiviil a Lozinszkij-mérték rendelkezik az alabbi tulajdonsdgokkal
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is:

p(aA) = au(A) valahdnyszor a > 0 és A € R?

| Al valahdnyszor A € R%*?,

=
=
A

p(A+B) < p(A)+p(B) valahdnyszor A, B € R*?,
és
s(A) < p(4),

ahol
s(A) =max{ReA |det (A —AE)} =0

az A € R™? métrix spektrdlabszcisszdja.
Konnyti belatni, hogy ha d = 1, akkor pu(A) = A. Tehét p értéke negativ is
lehet.

A Lozinszkij-mérték segitségével becslést adhatunk az
= Az, A e R™xd

linedris kozonséges differencidlegyenlet-rendszer e alapmétrixdnak novekedésére
is, éspedig (lasd [12] 36])

HeAtH < el (At valahanyszor t > 0.

2.2. A késleltetett differencidlegyenlet és az approximdlé

kézonséges differencidlegyenlet-rendszer

Tekintsiik az
Zt)=Ax(t)+ f(z(t)+g(x(t—T1)), t>0, (2.1)

késleltetett differencidlegyenletet, ahol 7 > 0, A € R™? f g : R? — R? folytonos
fiiggvények.
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Bérmely ¢ : [—7,0] — R folytonos kezdeti fiiggvény esetén a (2.1)) egyenletnek

létezik olyan x megolddsa, amelyre teljesiil a
t(t)= (), tel-r0 (2.2

kezdeti feltétel.
Vizsgédlatainkban feltessziik, hogy f és ¢g Lipschitz-folytonos fiiggvények, azaz
léteznek L, K > 0 konstansok tigy, hogy tetszoleges u,v € R? esetén

1S (u) = f ()| < Lu—of (2.3)
és

lg (w) =g (V)| < K [ju—v]. (2.4)
Ekkor a (2.1) — (2.2) kezdetiérték-feladat megolddsa egyértelmii és értelmezve van

a teljes [—7, 00) intervallumon.

Barmely n > 2 egész és t > 0 esetén legyen

o (1) =z (t), (2.5)

t—=(-1) 7
:1:5”] (t) = / g (z(s))ds, 1<j<n, (2.6)
i) =2 () =g (e (t-40)).  1<i<n (2.7)

A (2.6) egyenletbdl kapjuk, hogy minden ¢t > 0 és 1 < j < n esetén

() 0=a(e(t=6-07)) =a (= (= 77).

tovabbd a (2.7]) egyenletbdl

—~

2.8)

g (rc (t —~ J%)) = D2l ) — (1) (2.9)

T J

Alkalmazva a (2.5) és (2.9) Osszefiiggéseket a (2.1)) egyenletben, illetve (2.8)) fel-
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T
hasznaldsdval beldthat6, hogy az z[" = (;E([)"], L ]> vektorfiiggvény megold4-

sa az
1A n [n]
Lo = mO—i_f(ajo)—i_;':C?“L_:un (t)a

n n
37/1 = g(zo) — ;351 + M[l ! (1), (2.10)

20(0) = 6(0) 6 ;(0) = / g(6(s)ds, 1<j<n  (211)
Az approximél6 kozonséges differencidlegyenlet-rendszert a (2.10) egyenletrend-

szerbédl a ug-n] () hibatagok elhagyasaval kapjuk. Tehat a (2.1)) — (2.2)) kezdetiérték-

feladat megolddsit az

n
vy = Ayo+ f(yo) + —Yn

n
3/1 = g(yo) — ;yla (2.12)
P n n 9< i<n
yj - 7_%—1 Ty]’ SJxn,

kozonséges differencidlegyenlet-rendszerre vonatkozé

-(-15

w0(0)=6(0) & y(0)= / g(d(s)ds, 1<j<n, (2.13)

kezdetiérték-feladat megolddsdnak 1y komponensével fogjuk kozeliteni.
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2.3. Approximaciés tételek

Ebben a szakaszban fogalmazzuk meg a fejezet két f6 eredmeényét. A 2.1 Teé-
tel azt mutatja, hogy ha a késleltetett differencidlegyenlet megolddsa elegendden
sima a kezdeti intervallumon, akkor a megoldds approximécidjara barmely véges
intervallumon haszndlhatjuk a — kezdetiérték-feladat megoldasanak

1o komponensét. A tétel a konvergencia nagysagrendjére is ad becslést.

2.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a (2.3|) és (2.4) feltételek. Legyen ¢ :
[—7,0] — R? differencidlhato, ¢' : [—7,0] — R Lipschitz-folytonos, és

¢ (0=) = A (0) + f (¢(0)) + g (¢ (=7))- (2.14)

Tegyiik fel azt is, hogy g = (g1, .-, gd)T : R — R? differencidlhatd, és a

g (z) = Ogi (z) .z =(x1,...,2q)" € R (2.15)
Ox; 1<i,j<d

képlettel definidlt ¢’ : R* — R fiigguény Lipschitz-folytonos R? kompakt részhal-
mazain. Legyen x a — kezdetiérték-feladat megolddsa, tovdbbd tetszbleges
n > 2 egész esetén legyen y™ = (y[[)n], y@, e yT[Ln}>T a — kezdetiérték-
feladat megolddsa. FEkkor minden T > 0 esetén létezik C' > 0 gy, hogy minden
n>2—re o

t:gg}}}x () —w’ ()] <~ (2.16)

Specidlisan y([)n] — 1z egyenletesen [0,00) minden zdrt részintervallumdn, amint

n — oQ.

A kovetkezd tételben azt mutatjuk meg, hogy bizonyos feltételek mellett a
2.1 Tételben leirt approximdcié egyenletes a teljes [0,00) intervallumon, és a

konvergencia nagysdgrendjére is hasonlé becslést kapunk.

2.2. Tétel. Ha a|2.1. Tétel feltételein kivil méqg azt is feltessziik, hogy x korldtos
[0,00) —n és
L+ K< —u(A), (2.17)
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akkor a (2.16) egyenldtienségben szereplo C' konstans T értékétol fiiggetlen, azaz
minden n > 2—re

n C
sup [| (6) — g5 (1) || < —
t€[0,00) n

(2.18)

Specidlisan y([)n] — x egyenletesen a teljes [0, 00) intervallumon, amint n — oo.

2.1. Megjegyzés. Ha ¢ és g kétszer folytonosan derivilhato, akkor a differen-
cidlszdmitds kézépérték tételébol kovetkezik, hogy ¢’ Lipschitz-folytonos [—7,0] —n

és ¢' Lipschitz-folytonos R minden kompakt részhalmazan.

2.2. Megjegyzés. A (2.14)) kompatibilitasi feltétel garantilja a megoldds diffe-

rencidlhatosdgdt a nulldban.

2.4. Elozetes eredmények

Ebben a szakaszban bebizonyitunk néhdny lemmét, amelyek majd fontos szerepet
jétszanak a és 2.2 Tételek bizonyitasdban.

2.1. Lemma. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a és feltételek, tovdbbd a
¢ és g fiigguényekre teljesiilnek a . Tétel feltételei. Legyen x a —
kezdetiérték-feladat megolddsa. Ekkor tetszbleges T > 0 esetén x és x’ Lipschitz-
folytonos [—7,T) —n. Tovdbbd, ha x korldtos [0,00) —n, akkor x és a’ Lipschitz-

folytonos a teljes [—T,00) —n.

Bizonyitds. Legyen 7' > 0. Ekkor a (2.14) feltétel miatt 2’ (0) létezik, tovabba
¢ és a (2.1) egyenlet jobb oldaldn szerepld fiiggvény folytonossagdbdl adédéan x’
folytonos [—7,T] —n. Legyen

Ly = sup |2/ (t)] < oc.
te[—7,T)
A Lagrange-féle kozépérték-tételbdl kovetkezik, hogy tetszéleges ti,ty € [—7,T]
esetén
[z (t1) — 2 (t2)]] < La [t — to - (2.19)

Tehdt x Lipschitz-folytonos [—7,T] —n. Ugyanakkor 2’ = ¢ Lipschitz-folytonos
[—7,0] —n valamilyen L, > 0 Lipschitz-konstanssal. Ebbol, valamint a (2.3) , (2.4))
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és a (2.19) feltételekbol kovetkezik, hogy a (2.1) egyenlet jobb oldaldn szerepld
fiiggvény, és ezért 2’ is Lipschitz-folytonos [0,7] —n valamely Lz > 0 Lipschitz-
konstanssal. Legyen Ly = max {Ls, L3} . Ekkor —7 < t; <0 <ty < T esetén

2" (t2) — 2" ()| < [l2" (£2) — 2" (0)[[+]|2" (0) — 2’ (t2) || < Lata—Lots < Ly (t2 — ta).

Tehét 2’ Lipschitz-folytonos [—7, 7] —n.
Most tegyiik fel, hogy z korlétos [0, co) —n. Ekkor f és g korldtos az z ([—7, 00))
képhalmazon, amib6l mar kovetkezik 2’ korlatossaga a [0, co) intervallumon. Mivel

z’ = ¢' korldtos a [—7,0] intervallumon, ezért

Ls= sup ||z (¢)| < oc. (2.20)

te[—7,00)
Ebbdl mér kovetkezik x Lipschitz-folytonossdga az Ls Lipschitz-konstanssal a
teljes [—7,00) intervallumon. A fentiekhez hasonléan ldthaté be a’ Lipschitz-

folytonossaga [—7,00) —n. =

2.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy teljesiinek a (2.3) és (2.4) feltételek, tovdabbd a

¢ és g figgvényekre teljesiilnek a[2.1. Tétel feltételei. Legyen x a (2.1) — (2.2)

kezdetiérték-feladat megolddsa. Tetszoleges n > 2 egész esetén leqyenek xgn] és pg-"]

a (2.6) és a (2.7) képletekkel definialt fiigguények. Ekkor tetszbleges T > 0 esetén
létezik M > 0 gy, hogy minden n > 2—re

n M ,
sup Hug ) (t) || < —, 1<j<n, (2.21)

te[0,T] n

és

SUP}HNB”} 0 - W<, 2<i<n (2.22)

t€[0,T

Ha azt is feltessziik, hogy x korldtos [0, 00) —n, akkor a fenti M konstans T értékétol

fiiggetlen, azaz tetszoleges n > 2 esetén
n M ,

sup H“E ] (1) || < —, 1<j<n, (2.23)
t€[0,00) n
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és

sup )||M£-n} () - u )] < 2<j<n (2.24)

2 Y
te[0,00 n

Bizonyitas. Legyen n > 2 és T > 0 rogzitett. A rovidség kedvéért legyen h = T
n
A (2.6) és a (2.7) egyenletekbdl kapjuk, hogy minden ¢t > 0 és 1 < j < n esetén

t—(j—1)h
e = 5 [ ale)ds— g h)
t—jh
1t—@—1m
= | ) - g

A Lemma alapjédn létezik H = H (T') > 0 konstans ugy, hogy
H.CC (tz) — X (tl)H S H (tg — t1>, —T S tl S tg S T, (225)

||I’, (tg) — I, <t1>|| S H(tg — tl) s —T S tl S tg S T. (226)

A (2.4) és a (2.25)) egyenlétlenségekbdl kapjuk, hogy mindent € [0,7]és1 < j<n

esetén

t—(j—1)h

n 1 _
W0l < 5 [ ety -gle—imlas
t—jh
t—(—1)h
1
<5 | Kle@ -l
t—jh
t—(j—1)h
1
< 7 / KH (s—(t—jh))ds
t—jh
h

1 1
h 2 2

Tehat (2.21]) teljesiil valahanyszor

M > KH%. (2.27)
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A (2.22)) egyenlbtlenség bizonyitdsihoz felhasznaljuk, hogy

t—(j—2)h

whi = ¢ [ ol)di-glele-G-1m)

=5 | beGrm g G-nm)ds

t—jh

valahdnyszor t > 0, n > 2 és 2 < j < n. Ebbdl a (2.4) és a ([2.26]) egyenl6tlenségek
felhasznalasaval kapjuk, hogy tetszdleges t € [0, T] és 2 < j < n esetén

™ (1) = g (@)

t—(j—1)h

— ¢ | bee)-ge-m)ds
lt_](jl)h
- [ G g G-y
o

= 5 [ GEE) st -l ls+ )~ gt - G- DR))ds
1t—(}inh, o

- = g (W) — g o (ot W) du | ds
1t—(;il)h _s]

= 2 /G(u)du ds,

ahol J

G () = 1l (o (u) — g o (-t ).
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Innen kapjuk, hogy minden £ > 0 és 2 < j < n esetén

t—(j—1

/)h ]HG(u)Hdu ds. (2.28)

t—jh

1™ () = w2 (]| <

SRS

Ha u € [—7,T — h], akkor

IG ()]
= g () @ () — g (& (u+ B)) ' (u+ B
= |l¢' (z(w) 2" (u) — 2" (u+h)] + [¢ (x(u) — ¢ (x(u+ h))]z' (u+h)|
< Silla’(w) =" (w+h) |+ S lg' (z (u) — ¢’ (z (w+h))],

ahol
Si= sup |g ()|, e Sy= sup |2’ (t)]. (2.29)

vex([-7,T)) te[—7,T)

Mivel z folytonos, ezért az x ([—7,T]) képhalmaz R? korldtos részhalmaza. Ebbol
és a ¢’ és o’ fiiggvények folytonossigabol kovetkezik, hogy Sy és Sy végesek. A felté-
tel szerint a ¢’ fiiggvény Lipschitz-folytonos a z ([—7,T]) C R? korldtos halmazon
valamely K* > 0 Lipschitz-konstanssal. A egyenl6tlensegbdl, a ||G (u)|| —ra
vonatkozo6 becslésbél valamint a és egyenlotlenségek felhasznélasdval
kapjuk, hogy

@) - @y || <L ( [ hH (S + SgK*)dU) ds
" (2.30)

h2
valahényszor ¢ € [0,T], n > 2 egész és 2 < j < n. Tehdt a (2.22) egyenl6tlenség

teljestil valahdnyszor
2

M > %H (Sy+ S K™). (2.31)

Most tegyiik fel, hogy = korldtos [0,00) —n. Ekkor a Lemma alapjan a
(2.25) és a (2.26]) egyenlétlenségekben szereplé H konstans fiiggetlen T' értékétol,
azaz (2.25)) és (2.26)) teljesiil tetszoleges —7 < t; < t5 esetén. A fentiekhez hason-
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l6an lathatjuk be, hogy tetszoleges t > 0, n > 2 és 1 < 7 < n esetén

. h
" (|| < KH. (2.32)

Tehat a hibatagokra vonatkozoé (2.23) becslés teljesiil valahdnyszor
T
M= KHZ. (2.33)

Ugyanakkor, mivel x ([—7,00)) az R? tér korldtos részhalmaza és a ¢ fiiggvény

folytonos ezen a halmazon, ezért

Si= sup g (v)| < oo. (2.34)
vex([—7,00))
A . Lemma bizonyitdsdban megmutattuk, hogy ha z korldtos [0, co) —n, akkor

x’ korldtos [—7,00) —n, azaz

Sy = sup ||z’ ()] < oo. (2.35)

te[—7,00)
A feltétel szerint a ¢ fiiggvény Lipschitz-folytonos az z ([—7,00)) C R¢ korldtos
halmazon valamely K > 0 konstanssal. Az elézéekhez hasonléan kapjuk a ([2.28)

egyenldtlenségbol, hogy

2

i 6 =y 1) | < " (814 8K) (2:36)

J

tetszoleges t > 0, n > 2 és 2 < j < n esetén. Tehdt a hibatagokra vonatkozé
(2.24) egyenlétlenség teljesiil valahdnyszor

2

M > %H (5‘1 + SJ() . (2.37)
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2.5. Az approximaiciés tételek bizonyitasa

A [2.1] Tétel bizonyitdsa. Tetszbleges n > 2 egész, t > 0 ¢és 0 < j < n esetén
legyen

2 (1) =" (1) — 4" (1),
ahol xg-n] a (2.5) és (2.6 képlettel definidlt fiiggvény. Legyen h = % A (2.10)) és
(2.12)) osszefiiggésekbdl kapjuk, hogy a z = (2, ..., zn)T fiiggvény megolddsa a

o= Aot F (0 +2) 7 (1 0) + e -l ),

h
n n 1 n
2 =g (y[[) Nty + Zo> -9 (y([) ! (t)) —pat ' (), (2.38)
1 1 n n -
7 = Ezj,l—Eszru;}(t)—ung(t), 2<j<m,

kozonséges differencidlegyenlet-rendszernek, amelyre teljesiilnek a
2; (0) =0, 0<75<n, (2.39)

kezdeti feltételek.
A (2.38) rendszer els6 egyenletébdl a konstans varidcids formula alapjén kapjuk,

hogy

t
1

20 (8) = Mz (0)+ 00 (f (4" 5) + 20 () = £ (" (5)) + 320 (5) — <s>) ds

0

minden ¢ > 0 esetén. Ebbdl és (2.39) —b6l kapjuk, hogy minden ¢ > 0 esetén
t

()= [0 (f (47 )+ 20 (5)) = £ (47 (5)) + 72 ) — sl <s>> ds.

(2.40)

Hasonléan adédik, hogy minden ¢ > 0 esetén

t

A= [ (0 9+ 00) ~g (W ©) +al ) ds (24
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és
t 1
—E(t—s) n n .

5= [ (Faa @i 0 - o)) ds. 2<i<n (242
ahol E € R¥™? az egységmatrix.

Legyen T > 0. TetszOleges t € R esetén e = e'E, ezért

"] = €, teR. (2.43)

A (2.23), (2.41)) és (2.43) osszefiiggések felhasznalasdval kapjuk, hogy minden

t € [0,7] esetén

t

2@ < [l
0
t

—(t—=s M
< /e O (ano (s)||+—h> ds.
T
0

¢(t) = max ||z (s)[,  t>0.
s€[0,¢]

(5 llz0 ()1 + [|” () ] ) ds

Legyen

Figyelembe véve, hogy ¢t > 0 esetén

t

/6_(th_S) ds =h (1 — 6_%> < h,

0

azt kapjuk, hogy

|z ()] < h (KC (t) + ¥h> : te[0,1].

Legyen n > 2 rogzitett. Indukciéval j szerint bebizonyitjuk, hogy

Iyl <5 (K¢ + Tha G- 5m) . e

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)
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minden j = 1,2, ....,n esetén. A (2.46|) egyenl6tlenségh6l kovetkezik, hogy (12.47))
igaz j = 1 esetén. Most tegyiik fel, hogy az éllitas igaz valamely j € {1,...,(n — 1)}

esetén. Ekkor (2.22)), (2.42)) és (2.43)) felhasznaldsaval kapjuk, hogy

t —B(t—s 1 " "
legss @1 < [ 1520 (5 0 O+ s ) = 2 0] ) s

0
[ o M M

< /e e (Kg(s)+7h+(j—1)§h2+Hugﬁll (t) — " (1) H) ds
0
t M

<

~(t=s M M
/e o (KC(5)+—h+(j—1)—2h2+—2h2> ds
T T

P
0

¢
—(t=s M M
- /e e (Kg(s)—l——h—i-j h2)ds.
T

72

Mivel ¢ monoton novekedd, ezért minden ¢ € [0,7] és 1 < j < n — 1 esetén

t
M M —(t=s
s < (KO + Fn+i5n) [ Fas
0
M M
< (Kg (t) + —h +j—2h2> h,
T T
ahol az utolsé egyenl6tlenség (2.45)) —bol kovetkezik. Tehdt a (2.47)) egyenldtlenség

igaz minden j = 1,2, ..., n esetén.
A (2.47) egyenldtlenséghdl a j = n véalasztédssal kapjuk, hogy

M M
o (Ol < (Kc (0 + 2t (n - 1>;h2) . telT).
Mivel (n — 1) h < nh = 7, ezért

|zn (]| < A (Kg (t) + gh) . telo,T]. (2.48)
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Amint a[2.1} szakaszban megjegyeztiik, érvényes az

[e| < et t>0 (2.49)

egyenlttlenség. Ennek és a (2.21), (2.40) illetve ([2.48|) Osszefiiggéseknek a fel-
hasznélasaval kapjuk, hogy

o @ < e (L0 6+ 5 oo 1+ ) )] ) s

< /wwa@@w%@w+%WA@WHWW@W>%

t

1 2M M
/eH(A)(t—S) (L ||ZO (S)H + Eh <KC (8) + Th) + —h) ds.
0

IA

T

A (2.44) definiciébdl kapjuk, hogy s > 0 esetén ||zg (s)]| < ¢ (s), ezért

t

20 (1)]] < / eH(At=s) (LC (s) + K¢ (s)+ ¥h> ds, t€][0,T].

0

Legyen

K = max eH D (2.50)
t€[0,T]

Ekkor t € [0, T esetén

t

llzo )| < //—i (L+ K)((s) ds—i—m%ht

IA

/i(L—I—K)/((s)ds—I—mghT.
0



2. Approximécié sima kezdeti fiiggvények esetén 30

Felhasznalva ismét a (2.44)) definiciét, azt kapjuk, hogy minden u € [0, 7] esetén

¢ (u) = max ||z (t)]| < v (L + K) /C (s)ds + /ighT.

te|0,u]
Innen a Gronwall-egyenldtlenség felhasznéldasdval kapjuk, hogy

3M
¢ (u) < K——hTe L+ ue0,7].
T

Tehat

M
20 (W)]] < ¢ (u) < kL pTe®+00 e 0,77,
T

amibol mar kovetkezik, hogy

|2 (w) — 5" (W) || = |20 (W)|| < vh,  we0,T],
ahol a1
v = g ——TeEAKIT (2.51)
T

Tehat a (2.16) egyenldtlenség teljesiil valahanyszor
C >n~r. (2.52)
[

A Tétel bizonyitasa. Most tegyiik fel, hogy = korldtos [0,00) —n. A

(2.47)) egyenl6tlenség bizonyitdsdahoz hasonléan - a ([2.23)) és (2.24]) egyenlétlenségek
felhaszndldsaval - belathat6, hogy minden t > 0 és n > 2 egész esetén

s @ < (Kc@)+ TheG-D51),  1<i<n

72

Figyelembe véve, hogy ¢ monoton névekedd, a Tétel bizonyitdshoz hasonléan
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kapjuk, hogy minden ¢ > 0 esetén

t

o < ferie (<L+K><<>+%h)d

0

< ((L+K) +—h) /e“(A )(t=s)

= <(L + K) ¢ (t) + 3Mh> —ul(A) (1 — erry

T

Mivel u (A) < 0 (ldsd (2.17)), ezért minden ¢ > 0—ra

L+ K 3M
—h.
S

lz0 ()] < =

Ismét felhaszndlva, hogy ¢ monoton novekedd, azt kapjuk, hogy

C(U)—Q%IIZO(HK (A

valahanyszor u > 0. Ebbdl kovetkezik, hogy

(1—L+K)<(u>sﬂh, u>0,

—p(A) —p(A)T

és innen

C(U)§M<1_ﬂ)_1: 3M) (1_L+K)‘1’ .

—p(A)T — 1 (A) —p(A)n — 1 (A)

Tehst minden u > 0 esetén

valahdnyszor

>

0.

(2.53)
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A 2.1.6s 2.2. Tételek bizonyitasaban szerepld fontosabb konstansokat és jelen-

tésiiket a B. Fiiggelékben soroltuk fel.
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3. Approximacié folytonos kezdeti fiiggvények

esetén

3.1. Approximacios tételek

Ebben a fejezetben a és 2.2l Tételekhez hasonlé approximécids tételeket
fogunk igazolni abban az esetben, ha elhagyjuk a kezdeti fiiggvényre vonatkozé
simasdgi feltételt. Meg fogjuk mutatni, hogy az approximécié az dltaldanos esetben
is - véges és végtelen intervallumon egyarant - egyenletes, azonban a konvergencia
nagysdgrendjére nem tudunk becslést adni. A fejezet f6 eredménye a kovetkezod
két tétel.

3.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek az [2.1. Tétel feltételei, azzal a kilonb-
séggel, hogy a ¢ : [—7,0] — RY kezdeti fiigguényrol csak azt tessziik fel, hogy
folytonos. FEkkor a. Tétel jeloléseivel y([)"] — 1z egyenletesen [0, 00) tetszdleges

zart részintervallumdn, amint n — oc.

3.2. Tétel. Ha a[3.1. Tétel feltételei mellett még azt is feltesszik, hogy x korldtos
a [0,00) intervallumon és teljesil a (2.17)) feltétel is, akkor y([)n] — x egyenletesen

a teljes [0, 00) intervallumon, amint n — oo.

ABI] es Tételt a [3.4] szakaszban fogjuk bizonyitani. A bizonyitdshoz
sziikségiink lesz a késleltetett egyenlet, illetve az approximélé kozonséges differen-
cidlegyenlet-rendszer megolddsainak egymastol valé tavolsdgara vonatkozé becs-

lésekre.

3.2. A késleltetett egyenlet megoldasainak egymastél valé
tavolsdaga
A késleltetett egyenlet szokdsos fézistere C = C ([—7,0],R?) , a [—7, 0] inter-

vallumot R%be képezd folytonos fiiggvények Banach tere a szuprémum norméval,

azaz

¢l = sup [lo(0)], o€l
—r<0<0
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Bérmely ¢ € C esetén a (2.1) — (2.2) kezdetiérték-feladat megoldését jeloljiik
x?—vel.

A (2.1) egyenlet két kiilonbozé megolddsanak egymdstol vald tdvolsdgat az
' (t) = ax (t) + bx (t — 1), t >0, (3.1)

skalaris differencidlegyenlet valés karakterisztikus gyokének segitségével fogjuk be-
csiilni, ahol
a=p(A)+L é b=K. (3.2)

A (3.1) egyenlet karakterisztikus egyenlete
g(\) =0, ahol g(\)=A—a—be . (3.3)

Konnyi beldtni, hogy ¢ > 0, g(—o0) = —o0 és g(oc0) = oo. Ezekbdl pedig
kovetkezik, hogy a ([3.3) egyenletnek egyetlen valdés gyocke van.
Most mar megfogalmazhatjuk a (2.1) egyenlet két kiilonboz6 megolddsanak

egymastol valo tavolsdgara vonatkozé eredményiinket.

3.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek az (2.3)) és (2.4) feltételek. Legyen Ao a
(3.3) egyenlet valds gyoke. Ekkor barmely o > Ao esetén létezik v > 0 konstans

igy, hogy
29 (t) = =¥ ()] < 7 ll¢ — ]| et (3.4)

valahdnyszor ¢, € C ést > 0.

A Tételbdl elegendd feltételt kaphatunk a (2.1) egyenlet megolddsainak
globélis exponenciélis stabilitdsdra. Emlékeztetoiil, a (2.1]) egyenlet 2% megoldésdt
globdlisan exponencidlisan stabilnak nevezziik, ha léteznek v > 0 és n > 0 konstan-

sok tgy, hogy minden ¢ € C és t > 0 esetén
[z () — 2 @] < ve ™ [l — ¢l

Mivel g(0) = —a— b= —pu(A) — L — K, ezért a (2.17) feltétel mellett g (0) > 0.
Ebbdl és a g (—o0) = —oo 6sszefiiggesbdl kovetkezik, hogy a (2.17)) feltétel mellett
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a (3.3) karakterisztikus egyenlet \g valés gyoke negativ. Ezért a Tételbdl a
kovetkezo stabilitdsi kritériumot kapjuk.

3.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a (2.3)) és (2.4) feltételek. Fkkor a (2.17))
feltétel mellett a (2.1)) egyenlet barmely megoldasa globdlisan exponencidlisan stabil.

Amint azt a [40] dolgozatban megmutattuk, a[3.4 Tétel dltaldnosit t6bb ko-
rabbi stabilitdsi kritériumot.

A Tétel bizonyitdsdhoz sziikségiink lesz a monoton dinamikai rendszerek
elméletébdl ismert osszehasonlité elvre. Ennek megfogalmazasahoz vezessiink be
néhdny jelolést.

Legyen = = (21,22, ....20)7,y = (y1,Y2, ., ya)" € R% Azt mondjuk, hogy
x <y, ha minden 1 <7 < d esetén z; < y;.

Az A = (a;;) € R métrixot nemnegativnak neveziink, ha a;; > 0 minden
1 <i,j < desetén. Az A = (a;;) € R métrixot lényegében nemnegativnak
nevezziik, ha minden 1 <1¢,j <d, i # j esetén a;; > 0.

Legyen ¢,1 € C. Azt mondjuk hogy ¢ < 1, ha ¢ < 1) pontonként a [—7,0)]
intervallumon.

Tekintsiik az

2 () = F (), (3.5)

funkciondl differencidlegyenletet, ahol F' : Q — R? Q nyilt részhalmaza C—nek és

az x; € C szimbd6lum definiciéja
z () =x(t+0), 6 e [-7,0],

ahol 7 > 0 a maximdlis késleltetés. Tegyiik fel, hogy F' Lipschitz-folytonos (2
minden kompakt részhalmazédn. Ekkor tetsz6leges ¢ € (2 esetén a (3.5]) egyenletnek

egyetlen olyan nemfolytathaté x megolddsa van, amelyre teljesiil az

To = (3.6)

kezdeti feltétel. A tovabbiakban a (3.5 — (3.6)) kezdetiérték-feladat nemfolytathaté

megoldasat jelolje 2.
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Minden 1 < ¢ < d esetén legyen F; az F funkciondl i—edik koordinata-

fiiggvényét, azaz

F(¢)=(Fi(¢), ... Fi(8))", o

Az irodalomban tobben is kerestek olyan feltételt, amely garantélja , hogy a (3.5))
egyenlet altal generalt @ (¢, ¢) = 2, t > 0, ¢ € C, félfolyam monoton, azaz

20 < x¥ valahdnyszor ¢, 1) € Q, ¢ < 1p ést > 0.

Smith [47] bizonyitotta, hogy a fenti értelemben vett monotonités elegend? feltétele

az aldbbi in. kvdzimonoton feltétel:

Ha ¢, € Q, ¢ <1 és ¢, (0) =1, (0) valamely i esetén, akkor F; (¢) < F; ().
(QM)

A (QM)) feltétel a kozonséges differencidlegyenletek elméletébdl ismert Kamke-féle
feltétel analogonja. A kovetkezd osszehasonlité kritérium a monoton dinamikai

rendszerek elméletének egyik alaptétele (lasd [45], 48]).

3.5. Tétel. Legyen Q nyilt részhalmaza C—nek. Teqyiik fel, hogy F : Q — R
Lipschitz-folytonos ) tetszoleges kompakt részhalmazan és eleget tesz a (QM)) feltétel-
nek. Legyen 0 < b < oo. Tegyiik fel, hogy y : [—7,b) — R? folytonos fiigguény és

eleget tesz a
+

el (t) < F(y), tel0,b) (3.7)

d+
differencidlegyenlotienségnek, ahol T a jobb oldali derivaltat jeloli. Ha yo < ¢

valamely ¢ € C esetén, akkor y (t) < x® (t) minden olyan t € [—7,b) — re, amelyre
2% (t) értelmezve van.

A B35 Tételt a .

-y (t) < My (t) + Ny(t—7), (3-8)

linedris differencidlegyenlétlenségre fogjuk alkalmazni, ahol M, N € R4 A (3.8)
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egyenlotlenséget —bdl az
F(¢)=M¢p(0)+No(-7), ¢€C (3.9)

vélasztdssal kapjuk. Smith egy mésik eredménye alapjén a feltétel éppen
akkor teljesiil a linedris funkciondlra, ha az M métrix lényegében nemnegativ,
N pedig nemnegativ (lasd [48]).

A B3l Tétel bizonyitdséhoz az Osszehasonlité kritériumon kiviil sziikségiink

lesz néhény tovabbi segédtételre is.

3.1. Lemma. Hay : R — R? jobbrdl differencidlhaté a t pontban, akkor ugyan-
ilyen ||ly|| is, éspedig

%l @) = i O MO W O]

A [31] Lemma bizonyitdsa Coppel monografidjdban taldlhaté (lasd [12], 3.
old.).
A kovetkez6 lemméban egy differencidlegyenldtlenséget igazolunk linedris in-

homogén kozonséges differencidlegyenletek megolddsaira.
3.2. Lemma. Tekintsiik az
()= Ay(t) +b(t), 20, (3.10)

differencidlegyenletet, ahol A € R™? ésb : R — RY folytonos. Ekkor a (3.10))

egyenlet barmely y : [0, 00) — RY megolddsdra

) < Wy O+ POl =0

Bizonyitas. Barmely ¢t > 0 esetén

[y &) + ke O] =y O < Ny (@) + b (Ay @) +bO)] = lly ()]
< ([E+ A =D lly @Ol + (o @]
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A Lemmabdl és a Lozinszkij-mérték definiciéjabdl kovetkezik, hogy

% Iyl (@) < (A) [ly O + 116 @] (3.11)

valahdnyszor ¢ > 0. m
Sziikségiink lesz a kovetkezd ismert tételre is (lasd [32]), amely a (3.1) késlel-

tetett differencidlegyenlet megolddsainak exponencidlis novekedésére ad becslést.
3.6. Tétel. Legyen a,b € R és
5 =sup{ReA | g () = 0}

a (3.1) egyenlet spektralabcisszdja, ahol g a (3.1) egyenlet karakterisztikus
fiigguénye. Ekkor barmely o > [ esetén létezik v > 0 gy, hogy a (3.1) egyen-

let barmely x® megolddsdra
22 ()| <vlolle, o€, tzo.

Most mér be tudjuk bizonyitani a[3.3] Tételt.
A Tétel bizonyitdsa. Legyen ¢, € C és

y(t)=2a%(t)—a¥(t), t>0. (3.12)
Ekkor y megoldésa a egyenletnek, ahol
b(t) = f (2% (1)) —f(a:w (t)) +g(:17¢(t—7')) —g(x‘/’ t—1)), t > 0.

Tovabba
y(t)=0@) -y (), te[-7,0]. (3.13)
A Lemma szerint teljesiil a (3.11)) differencidlegyenlétlenség, ahol

Ol < |[f (@) = £ @ @)+ llg (2 (= 7)) =g (" (t = 7).
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Ebbdl és a (2.3)), (2.4) feltételekbodl kapjuk, hogy

% Iyl @) < p (D) [y O + Llly O + Klly@E =), ¢=>0.  (3.14)

Tovabba
ly @l =lle®) —v @I, tel-70] (3.15)
A (3.14) differencidlegyenldtlenséghdl a Tétel felhasznalasaval kapjuk, hogy

ly@OI <22, t=-7 (3.16)

ahol z% a

Zt)=(uA)+L)z@t)+Kz(t—71) (3.17)
skalaris differencidlegyenlet
w(t)=llo@) - ®I,  te[-70] (3.18)

kezdeti fiiggvényhez tartozé megolddsa. Mivel K > 0, Frasson és Lunel egyik
eredményébdl kovetkezik (1dsd [17], Lemma B 3.3), hogy a egyenlet spektral-
abszcisszdja megegyezik a karakterisztikus egyenlet \g valds gyokével. Ezért
a Tétel szerint barmely a > Ay esetén létezik v > 0 gy, hogy

2 (@O < vlwle™, =0 (3.19)

Figyelembe véve, hogy ||w| = |[¢ — ¢|, a (3.16) és (3.19) egyenldtlenségek fel-

hasznélasaval kapjuk, hogy
22 () =" O = ly O < 2* (1) <7 llwl e =7 lé — |l e

valahdnyszor ¢,1p € C ést > 0. m
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3.3. Az approximadlé k6z6nséges egyenletrendszer megolda-

sainak egymastdl valé tavolsaga

Ebben a szakaszban a (2.12)) kozonséges differencidlegyenlet-rendszer két kiilonbozé
megolddsanak egymastol valé tavolsagdra adunk n—tdl fiiggetlen becslést.
A [212) egyenlet fézistere az RY x R? x ... x R? = RO*Dd halmaz. Egy

Vv
(n+1)—szer

v = (v, vy, ..., vy)" € ROTDE yektor norméjst a

vl =" [lv| (3.20)
=0

képlettel értelmezziik, ahol ||v;]|, 0 < j < n, az R?—n vett eredeti norma. Barmely

v = (v0,01,...,0,)" € ROFTDE esetén a (2.12) egyenletnek egyetlen olyan
T
yl = (y([)"], ygn], . y,[qn]> 1 [0,00) — R4 megolddsa van, amelyre teljesiil az

g 0)=v;,  0<j<n

kezdeti feltétel. Ezt a megolddst a tovabbiakban 4 (-, v) —vel fogjuk jelIni.
3.7. Tétel. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a (2.3)) és (2.4) feltételek. Ekkor barmely

n > 2 egész, u = (ug, u1, ...,un)T € RO+D4 65 9 = (v, vy, ..., vn)T e RO esetén

o () = o (¢ 0)] < = ol e, t20, (3:21)
ahol
p=max{p(A)+ L+ K,0}. (3.22)
Specidlisan
loo” (t,0) = wg” (t,0) || < Ju—vlle”, =0, (3:23)

Bizonyitas. Barmely n > 2 egész esetén legyen

() =y w) =y ()

aAZaZ
ATy =yl (tu) — g (), >0, 0<j<n (3.24)

J
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A (2.12)) egyenletrendszerb6l kapjuk, hogy minden ¢ > 0 esetén
!/
(47) () = A" @) + 00 (1) (3.25)
és
!/
(zj[”]) (t) = —;z["] ) +b; (), 1<j<n, (3.26)
ahol
bo () = f (" (tw) = £ (" (1.0)) + 22 1),
() = g (s (tw) - g (4 t0). (3.27)
bit) = (@), 2<j<n
A (2.3) és (2.4)) feltételek felhasznalasaval kapjuk, hogy minden ¢ > 0 esetén
50 DI < Ll|=6" (@) [| + 21124 1)
. (3.28)
lor @)1 < K 126" (8) ||
Ezért a[3.2 Lemma szerint minden ¢ > 0 esetén
At m n i
== 1® < @@+ D) [l @+ [l @]
d+ n n n n
AN @ < u(-ZE) |0 |+ KA @ | (3.29)
] n ] i nl :
PN < n(-2B) @)+ 2 @, 2<i<n
Minden n > 2 egész és t > 0 esetén legyen
) ] 1)
a (@) = (4" @ G ELOT) (3.30)
A Lozinszkij-mérték definicidja alapjén konnyti beldtni, hogy
NED
T
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Ezért a (3.29) egyenldtlenség-rendszerbdl azt kapjuk, hogy

d+ ~
() < Myt (), >0, (3:31)

ahol M az aldbbi (n 4+ 1) x (n + 1) tipusi méatrix

pA+L 0o ... 0 =
.
Kk - 0

~ nT n

T T
.
0 o L I
T T

Tovébbé
7" (0) = (luo — vol|, llus — w1l .., lun — vall)T .

A egyenlotlenség specidlis esete a egyenlbtlenségnek, ahol N = 0 és
7 = 0. Mivel az M matrix lényegében nemnegativ, N pedig nemnegativ, ezért a
linedris funkciondlra teljesiil a feltétel. A Tétel felhaszndldsdval
kapjuk, hogy

) <@y,  t=0 (3.33)

ahol ¢ a
¢ = M¢ (3.34)

linedris kozonséges differencidlegyenlet-rendszer azon megolddsa, amelyre £ (0) =
7" (0), azaz
() = eMy0), >0

Az n" és ¢ fiiggvények értékei az R™ térben vannak, amelyen az ¢; —normét
valasztjuk. A (2.49) egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy minden t > 0 esetén

|| [l ()| < (D ||l (0)]| = e ju — v]]

l @ | <

Végiil az tablézat szerint az M métrixnak az ¢,—normébol szarmaztatott
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Lozinszkij-mértékére azt kapjuk, hogy
;4M):mwgum+L+Km}:p
Tehat
5 (8, w) = g™ & 0)|| = | @) = [l Of) < € @O | < e lu =]

valahdnyszor ¢ > 0. m

3.4. Az approximaciés tételek bizonyitasa
T
Barmely ¢ € C esetén legyen u? = (ug, e uﬁ) € R4 ahol
G-z

ug=0¢(0) & uf= /g(¢(s))ds, 1<j<n. (3.35)

Ekkor a[3.3] szakaszban bevezetett jeloléssel a (2.12)) — (2.13) kezdetiérték-feladat
megoldasa yI" (-, u?).

A bizonyitdshoz sziikségiink lesz az aldbbi egyszer{i lemmadra is.

3.3. Lemma. Tegyiik fel, hogy teljesiil a (2.4) feltétel. Ekkor barmely ¢,¢ € C
esetén

[u? =’ < (1+ K7) |6 = ¢l (3.36)

Megjegyezziik, hogy a (3.20]) definicié szerint

= ] = Z;Huﬁ’ -

A 3.3, Lemma bizonyitasa. A (3.37) definiciobdl (2.4) felhaszndldsdval
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kapjuk, hogy

I
n

[u® —u’]] < o(0) - H+KZ / 6 (s) — 2 (s)]| ds

< (4K s 906) -4 (9 = (14 K)o - o]
valahdnyszor ¢,9 € C. m
Most mér bebizonyithatjuk a[3.1] és[3.2] Tételeket.

A Tétel bizonyitasa. Legyen ¢ € C és T > 0 rogzitett és legyen € > 0
adott. Jeloljiik D—vel azon C—beli ¢ fiiggvények halmazat, amelyekre v differen-
cidlhaté [—7,0] —n, a ¢ : [—7,0] — R? fiiggvény Lipschitz-folytonos és eleget tesz
a feltételnek. Konnyfi beldtni, hogy D mindeniitt sfir(i részhalmaza C—nek.
Ezért az adott ¢ € C fiiggvényhez létezik ¢ € D gy, hogy

. € €
|l — 9| < min {3760‘*T’ 51+ K1) ePT} : (3.37)

ahol o, = max {a, 0}, «, 7y és p pedig azok a konstansok, amelyek a (3.4)) és (3.21)

egyenldtlenségekben szerepelnek. Béarmely n > 2 és ¢ € [0, T esetén

= (1) V| = (@)= )+ )=y (8 u”) " (Eu?) =y (8,0?) ||,
és innen

22 () = w5 (t,0?) || < [l () =¥ O + || (&) = 5" (£, ) |
(3.38)
o (tu?) =™ (8, u?) ||

A Tétel szerint minden ¢ € [0, T esetén

o () - 2* @ < v lo—wll e <vllo—wlesT <5, (3.39)

ahol az utolsé egyenl6tlenség (3.37)) —bodl kovetkezik. Mivel ¢ olyan fiiggvény,
amelyre teljesiilnek a Tétel feltételei, ezért y!™ (-, uw) — 2% egyenletesen a

[0, T intervallumon, amint n — oo. Ezért létezik ny > 0 tigy, hogy minden n > ng
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esetén
sup ||z¥ (t) — y([)"] (t,u?) | < % (3.40)
te[0,7)
A Tétel szerint minden n > 2 és ¢t € [0, 7] esetén
6™ (8 u%) =™ (1) || < fJu? =¥ e < Jju® — ¥ ",
és innen a 3.3l Lemma alkalmazédsaval kapjuk, hogy
o (tu?) = o (tu?) | < llo—wl G+ KryeT <= (3.41)

valahényszor t € [0, 7] ésn > 2, ahol az utolsé egyenlétlenség (3.37) —bol kivetkezik.
Végiil, a (3.38) egyenlétlenségbdl a (3.39) , (3.40) és (3.41) egyenldtlenségek fel-

hasznéldsdval kapjuk, hogy minden ¢ € [0, 7] és n > ng esetén

||x¢ (t) — y([)n] (t,u¢) H <e.

Mivel € > 0 tetsz6leges volt, ezért yl™ (~,u¢) — 1% egyenletesen a [0, 7] interval-

lumon, amint n — co. m

A Tétel bizonyitdasa. Tegyiik fel, hogy x korldtos a [0, 00) —n és teljesiil
a (2.17) feltétel. Legyen ¢ € C rogzitett és € > 0 adott. Amint azt az el6zd tétel
bizonyitdsdban megjegyeztilk D C C mindeniitt siirti, ezért létezik v € D gy,

hogy
€ €

¢ — o <mm{g7m}, (3.42)
ahol v a egyenldtlenségben szereplé konstans. Ahogyan azt mér kordbban
megmutattuk, ha teljesiil a feltétel, akkor a Tételben szerepld A\ karak-
terisztikus gyok negativ. Tehdt a egyenlotlenségben szereplé o konstanst

valaszthatjuk nulldnak, és ezért

o () = =¥ @ <7116 vl < (3.43)

valahanyszor ¢t > 0.
Mivel ¢ € D—re teljesiilnek a Tétel feltételei, ezért y" (-, u?) — a¥
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egyenletesen a [0,00) intervallumon, amint n — oo. Tehdt létezik ng > 0 gy,

hogy minden n > ng esetén

sup Hx — oyl (t,u?) | < g. (3.44)
t€[0,00

Figyelembe véve, hogy a (2.17) feltétel mellett a (3.21) egyenl6tlenségben
szerepld p konstans nulla, a [3.7 Tételbsl kapjuk, hogy minden ¢t > 0 és n > 2

esetén
lye™ (£ u”) = yo” (8,0%) || < [Ju? = u]].-

Innen a[3.3] Lemma alkalmazdsédval kapjuk, hogy
n n g
I (t.0") = 95" (8,09 [| < Nl =l (L 4+ K7) < 5 (3.45)

valahdnyszor ¢t > 0 és n > 2. Végiil a (3.38)) egyenl6tlenségbdl a (3.43)) , (3.44) és
(3.45)) egyenldtlenségek felhasznédlasaval kapjuk, hogy

H:c¢ (t) — y([)"] (t,u¢) || <e

valahdnyszor t > 0 és n > ng. Mivel € > 0 tetsz6leges volt, ezért y!™ (-, u¢) — ?

egyenletesen a [0, 00) intervallumon, amint n — co. ®

3.5. Egyensilyi helyzetek, stabilitas

Ahhoz, hogy az approximécids tételeinket a teljes [0, 0o) intervallumon val6 egyen-
letes kozelitésre hasznaljuk a feltételen kiviil sziikség van a késleltetett
egyenlet x megolddsdnak korldtossdgara. Ebben a szakaszban elegend6 feltételeket
adunk arra, hogy a késleltetett differencidlegyenlet minden megoldédsa korla-
tos legyen [0, 00) —n.

A . Tételbol tudjuk, hogy a feltétel mellett a egyenlet min-
den megoldésa globdlisan exponencidlisan stabil. Tehdt ha tudjuk garantélni,
hogy a egyenletnek létezik egyensiilyi helyzete, akkor a feltétel mellett
az egyensilyi helyzet globélisan exponencidlisan stabil. Specidlisan minden
megoldésa korlatos [0, 00) —n. A egyenlet egyensilyi helyzetének létezésére



3. Approximécié folytonos kezdeti fiiggvények esetén 47

a kovetkezo két tételben adunk elegend6 feltételt.

3.8. Tétel. Tegyiik fel, hogy A € R™? invertdlhatd, f,g : R — R? pedig olyan
folytonos fiiggvények, amelyekre f+g korldtos. Ekkor a (2.1)) egyenletneknek létezik
egyensulyi helyzete.

Bizonyitas. Mivel f + g korldtos, 1étezik M > 0 konstans gy, hogy
If () +g (@) <M,  zeR”

Legyen
h(z)=—-A"(f(z)+g(2)), z€R"% (3.46)

Ekkor minden z € R? esetén

Ih @)l = [|A7" (f (@) + g @)]| < [AT[IIf (2) + g @)l < [|A7H] M.

Legyen r = [|[A7Y|M és B, (0) = {z € R?| |z|| <r}. Nyilvdnval6, hogy a h
fiiggvény folytonos és az utolsé egyenltlenséghdl kovetkezik, hogy a B, (0) zért
gombot onmagédba képezi. A Brouwer-féle fixpont tétel szerint a h fiiggvénynek
létezik legaldabb egy fixpontja, amely éppen a egyenlet egyensiilyi helyzete.
]

3.9. Tétel. Tegyiik fel, hogy A € R¥™? invertdlhato és teljesiilnek a (2.3)) és (2.4)
feltételek. Ha

1
L+ K< ———
JA-1]]

akkor a (2.1)) egyenletnek létezik egyensilyi helyzete.

Bizonyitas. Legyen h a (3.46) képlettel definidlt folytonos fiiggvény és

. 1 (O)[| + g (0)]]
”A—LH —(L+K)’
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A ([2.3)) és (2.4) feltételekbdl kivetkezik, hogy minden x € R?, ||z|| < r esetén

b (@) < JJATH|IIF (2) = £(0) + f(0) + g (z) — g (0) + g (0)]]
[AY| (L fle]| + |Lf )] + K [lz]| + [lg (0)]])
< [ A (L +K)r+ £ )] + g O)]) =7

VAN

Tehdt h : B, (0) — B, (0), ezért a Brouwer-féle fixpont tétel szerint a h fiiggvénynek
létezik fixpontja, amely a (2.1)) egyenlet egyenstilyi helyzete. m
A kovetkezd stabilitdsi kritérium a[3.4],[3.8] és[3.9] Tételek egyenes kisvetkezmeé-

nye.

3.10. Tétel. Teqgyiik fel, hogy teljesiilnek a (2.3) , (2.4]) és (2.17) feltételek. Ha

f + g korldtos (3.47)
vagy
1
L+K< (3.48)
[A=H]

akkor a (2.1) egyenletnek létezik egy globdlisan exponencidlisan stabil egyensilyi
helyzete.

3.1. Megjegyzés. A (3.47) feltétel dltaldban teljesiil a neurdlis haldzatok mo-
dellezésére haszndlt késleltetett differencidlegyenletek esetén, mivel a legtdbb ak-

tivdldst fiigguény korldtos.

3.2. Megjegyzés. Az A madtriz invertdlhatdsiaga kivetkezik a (2.17) feltételbol,

mavel ekkor az

s(A)<p(A) <0

egyenlotlenség folytan 0 nem lehet sajdatértéke az A mdtriznak.

3.3. Megjegyzés. A skalaris (d = 1) esetben a (2.17)) feltétel mellett p(A) =
A <0, és ekkor a (2.17)) és (3.48) feltétel is az

L+ K< —-A (3.49)
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feltételre redukalédik. Tehdat a d =1 esetben a (3.49)) feltétel mellett a (2.1)) egyen-

letnek létezik eqy globdlisan exponencidlisan stabil eqyensilyi helyzete.
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4. Alkalmazasok

Ebben a fejezetben kiilonb6z6 konkrét késleltetett differencidlegyenletekre fogjuk
alkalmazni a médositott lancmddszert. Az elsé példéank egy farmakokinetikai mo-
dellegyenlet, amely az emberi szervezetbe jutatott propofol megoszlasat irja le.
A miésodik példa egy neurdlis hélézatokra vonatkozé modellegyenlet, amelyben
két kiilonbozod aktivalasi fiiggvény esetén fogjuk vizsgdlni az approximécié hi-
béjat. A tovabbi példdkban azt vizsgiljuk, hogy hogyan véltozik a konvergencia
nagysagrendje, ha elhagyjuk a kezdeti fiiggvényre vonatkozo kompatibilitési
feltételt. A kozonséges differencidlegyenlet-rendszert a Matlab programcsomagba
bedgyazott ode4b algoritmussal oldottuk meg, amely egy negyed és egy 6t6d rendii
Runge-Kutta mdédszert haszndl és gy vialaszt 1épéskozt, hogy a hiba a negyed

rend{i médszer hibdja legyen.

4.1. A propofol megoszlas farmakokinetikai modellje

Jelenleg az egyik leggyakrabban haszndlt intravénds anesztetikum a propofol. Az
anesztézia irdnyitdsat, a narkézis mélységének viltoztatasat elosegitd szerként al-
kalmazzak dltaldnos érzéstelenités bevezetésére és fenntartdsara, illetve intenziv
ellatdsban részesiilo, 1élegeztetett betegek szeddcidjara.

A Propofol farmakokinetikai tulajdonsidga az OGY I — T — 7577/01, OGY I —
T — 7578/01 — 02 szému forgalombahozatali engedélyében leirtak alapjan:

"A propofol 98%-ban plazma protein kotddésti. Intravénds alkalmazds utdn
a propofol farmakokinetikdja egy 3-kompartmentes modell segitségével irhaté le:
az igen gyors disztribticids fazis (t12 = 1,8 — 4,1 perc), gyors [-elimindcids fazis
(t1)2 = 34 — 64 perc) és egy lasstibb -elimindciés fézis (t1/, = 184 — 382 perc).
A ~-elimindcids fézisban a vérszintben a csokkenés lassi, a mély kompartmentbol
torténd alacsony disztribucié miatt. A kezdeti disztribiiciés volumen (V') kb. 22 —
76 [, a teljes disztribticiés volumen (Vdg) pedig 387 — 1587 [. A propofol gyorsan
tiriil ki a szervezetbdl (teljes kiiirtilés kb. 2 liter/perc).

Foleg a méjban metabolizalédik, a propofol inaktiv glukuronid konjugatumai
(40%) és a megfeleld kinol, valamint a 4-szulfét konjugdtum a vizelettel iiriilnek ki
(kb. 88%). A bevitt adagnak kevesebb, mint 0, 3%-a iiriil ki véltozatlan forméban
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a vizelettel.

Biohasznosuldsa iv. alkalmazds esetén: 100%." [46]

"A propofol hdrom-kompartmentes farmakokinetikajarél (disztribiicid, redisz-
tribuci6 és elimindcié) alapos ismeretek gytiltek tssze, igy leir6 egyenletek segit-
ségével pontosan kiszamithaté, hogy egy kivdant plazmakoncentrdcié eléréséhez
mennyi szert kell beadni, és milyen adagolési sebességre van sziikség a vérplazméban
a célkoncentraci6 fenntartdasahoz." [7]

A propofol-dramlést leiré hdrom-kompartmentes modellegyenlet a kovetkezokép-
pen adhaté meg [9], [30]:

x'l (t) = — (a11 “+ a9 + a31> I (LL) + a12%2 (t — 7') + a1373 (t — 7') + u,
.TL'I2 (t) = —Q12%2 (t) + 211 (t — ’7') s (41)
zy () = —apzs(t) +anz (t—71),

ahol

e 11 (t) a kozponti kompartmentben (intravaszkuldris vérben) 1évé propofol

mennyiségét jelenti (grammban) a ¢ id6pillanatban,

e 15 (t) az 1. periférids kompartmentben (izomban) 1év6 propofol mennyiségét

jelenti (grammban) a ¢ id6pillanatban,

e 13(t) a 2. periférids kompartmentben (zsirban) 1év6 propofol mennyiségét

jelenti (grammban) a ¢ idépillanatban,

e v a kornyezetbodl a kozponti kompartmentbe jutatott propofol adagolasi se-

bessége (gramm/min) a ¢ id6pillanatban,

o 7 > () a kozponti kompartment és a periféridas kompartmentek kozotti transz-

feridd.

A propofol dramldsi sebességét meghatarozo dllandék az aqj,a;; > 0, j = 2,3
a gyégyszerdramldsi konstansok (min~!), a;; > 0 pedig a kozponti kompartment-
bél kikeriild (lebomld, dtalakulé) propofol mennyiséget jelenti (min~') abra).
Az egyenletrendszer megolddsdval megkaphatjuk az egyes kompartmenteken beliili

propofol mennyiség idobeli vdltozdsat.
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Folyamatos infizié
u
a12&2, T az1xy, T
—- —-
. i szkulari
- -
a2121, T a13%3, T
Eliminécié
a1y
2. &bra. A propofolmegoszlds harom-kompartmentes farmakokinetikai modellje
A (4.1) egyenletrendszer felirhaté az
Z(t)=Ax(t)+ Bz (t—71)+U (4.2)
alakban, ahol z = (1, x, x3)T, U = (u,0, O)T és az egyiitthaté métrixok
— (a11 + ao1 + CZ31) 0 0
A= 0 —a12 0 y (43)
0 0 —as
és
0 ap a
B=|ax 0 0 |. (4.4)

A (4.1) egyenletben a paraméterek értékeit a kovetkeztképpen vélasztjuk meg
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(lasd [20]):

ai (min_l) Q91 (min_l) aio (min_l) asi (min_l) ai3 (min_l)

0.152 0.207 0.092 0.040 0.0048
Ekkor
—0.399 0 0 0 0.092 0.0048
A= 0 —0.092 0 , B =10.207 0 0
0 0 —0.0048 0.040 0 0

A propofol kivéant plazmakoncentraciéja 2.65—6 pg/ml kozotti érték. Az infizié
sebességét a szeddlds kivant mélysége szerint kell bedllitani. A célkoncentrédcié
eléréséhez - folyamatos infiziéval - egy 70 — 80 kg tomegii felndttnek a javasolt

adagoldsi sebesség 0.06 g/min. Tehat
U = (0.06,0,0)".
A transzferidé 7 = 1 (min). Tekintsiik a
o (t)=(0,0,00", te[-1,0] (4.5)

kezdeti fiiggvényt. A [0, 3] intervallumon a (4.2]) — (4.5]) kezdetiérték-feladat pontos
megolddsat a 1épések modszerével hataroztuk meg.

A (4.2) egyenletet approximalé kozonséges differencidlegyenlet-rendszer az

Yo = Ayo+nyn +U,
Y1 = Byo—ny, (4.6)
Y, = nyji1—ny;, 2<)<n

T
TetszOleges t > 0 és n > 2 esetén legyen yi" = (y([)”}, yﬁ"], o yLn]> a (4.6) egyen-



4. Alkalmazdsok 54

letrendszer azon megoldésa, amelyre

w' (0) = (0,0,0)7,
(G-
W) = B [ ods=000", 1<j<n

- T
JIn

A (4.2) egyenlet megolddsat a (4.6) kozonséges differencidlegyenlet-rendszer megol-
T
désanak yé"] = (yé’i],y(@, ygé,]) komponensével kozelitjiik, azaz tetszoleges n > 2

esetén

o y([ﬁ] (t) a kozponti kompartmentben (intravaszkuldris vérben) 1évé propofol

mennyiségének a kozelitd értékét jelenti (grammban) a ¢ idépillanatban,

o yg;] (t) az 1. periférids kompartmentben (izomban) 1évé propofol meny-

nyiségének a kozelité értékét jelenti (grammban) a ¢ id6pillanatban,

o 4 (t) a2. perifériss kompartmentben (zsirban) lévé propofol mennyiségének

a kozelito értékét jelenti (grammban) a t id6pillanatban.

A moédositott lancmddszer approximdcios hibajat harom kiilonbozé n értékre
vizsgéltuk a [0, 3] intervallumon. A numerikus eredményeket a[2]—{10] tablazatok-
ban ismertetjiik. Az approximacié hibéja alatt minden esetben az z; (t) — ygﬂ (1),
1 =1, 2,3 kiilonbséget értjiik. Annak ellenére, hogy a kezdeti fiiggvény elso
koordindtafiiggvényére nem teljesiil a kompatibilitési feltétel, gy tiinik,
hogy a konvergencia nagysdgrendje nem csokken. A propofolmegoszlds kozelitod

értékeit n = 3 esetén a 3. dbra mutatja.
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t 7 (t) vor (t) hiba

0.0000 0.00000000000000 0.00000000000000 +0.0000
0.5000 0.02720588499636 0.02719696106823 +8.9239¢ — 006
1.0000 0.04948312823748 0.04947546535493 +7.6623e¢ — 006
1.5000 0.06773131418512 0.06773037584445 +9.3717¢ — 007
2.0000 0.08267913725170 0.08271103873002 —3.1900e — 005
2.5000 0.09494750015700 0.09505387774379 —1.0638e — 004
3.0000 0.10510976756149 0.10529656558704 —1.8680e — 004

2. tdblazat. A kozponti kompartment értékeinek approximécidja n=3 esetén

t 21 (t) vy (t) hiba

0.0000 0.00000000000000 0.00000000000000 —+0.0000
0.5000 0.02720588499636 0.02719695929830 +8.9257e¢ — 006
1.0000 0.04948312823748 0.04947508414431 +8.0442¢ — 006
1.5000 0.06773131418512 0.06772437982529 +6.9168e — 006
2.0000 0.08267913725170 0.08268123593133 —2.0530e — 006
2.5000 0.09494750015700 0.09497862198090 —3.1122¢ — 005
3.0000 0.10510976756149 0.10516926216826 —5.9495¢ — 005

3. tabldzat. A kozponti kompartment értékeinek approximéciéja n=10 esetén

t a1 (1) 0% (1) hiba

0.0000 0.00000000000000 0.00000000000000 ~0.0000
0.5000 0.02720588499636 0.02719695927625 —8.9257¢ — 006
1.0000 0.04948312823748 0.04947507376331 —8.0545¢ — 006
1.5000 0.06773131418512 0.06772384080922 —7.4734e — 006
2.0000 0.08267913725170 0.08267277842700 +6.3588¢ — 006
2.5000 0.09494750015700 0.09494337814586 ~+4.1220¢ — 006
3.0000 0.10510976756149 0.10510931439745 -+4.5316¢ — 007

4. tdblazat. A kozponti kompartment értékeinek approximécidja n=100 esetén
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t

i) (t)

3
0

hiba

0.0000
0.5000
1.0000
1.5000
2.0000
2.5000
3.0000

0.00000000000000
0.00000000000000
0.00000000000000
0.00143260381222
0.00529282275511
0.01102092610080
0.01816372444174

0.00000000000000
0.00004102127395
0.00066277342676
0.00271356004539
0.00654719990075
0.01206296115910
0.01897414145241

-+0.0000

+4.1021e — 005
+6.6277e — 004
+1.2810e — 003
+1.2544e — 003
+1.0420e — 003
+8.1042e — 004

5. tablazat. Az 1. periférids kompartment értékeinek approximécidja n=3 esetén

t

) (t)

10
o (t)

hiba

0.0000
0.5000
1.0000
1.5000
2.0000
2.5000
3.0000

0.00000000000000
0.00000000000000
0.00000000000000
0.00143260381222
0.00529282275511
0.01102092610080
0.01816372444174

0.00000000000000
0.00000158845869
0.00024256509639
0.00190099675566
0.00567772689623
0.01131343127273
0.01838204788166

-+0.0000

+1.5885¢ — 006
+2.4257e — 004
+4.6839¢ — 004
+3.8490e — 004
+2.9251e — 004
+2.1832e — 004

6. tablazat. Az 1. periférids kompartment értékeinek approximéciéja n=10 esetén

t 5 (1) yioo (1) hiba

0.0000 0.00000000000000 0.00000000000000  +-0.0000
0.5000 0.00000000000000 —0.0000000932212 +9.3221e — 008
1.0000  0.00000000000000 0.00002869920699 —2.8699¢ — 005
1.5000 0.00143260381222 0.00148033797689 —4.7734e — 005
2.0000 0.00529282275511 0.00532877291484  —3.5950e — 005
2.5000 0.01102092610080 0.01104720361829 —2.6278¢ — 005
3.0000 0.01816372444174 0.01818215517206 —1.8431e — 005

7. tdblazat. Az 1. periférids kompartment értékeinek approximécidja n=100 esetén
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t 75 (t) o (1) hiba

0.0000 0.00000000000000 0.00000000000000 +0.0000
0.5000 0.00000000000000 0.00000799101406 —7.9910e — 006
1.0000 0.00000000000000 0.00013035694450 —1.3036e — 004
1.5000 0.00034270435374 0.00053964500588 —1.9694e¢ — 004
2.0000 0.00111530532544 0.00131812554523 —2.0282¢ — 004
2.5000 0.00228948936046 0.00246106868688 —1.7158e — 004
3.0000 0.00379132863517 0.00392598468426 —1.3466e¢ — 004

8. tdblazat. A 2. periférids kompartment értékeinek approximaciéja n=3 esetén

t w5 (t) Yoy (t) hiba

0.0000 0.00000000000000 0.00000000000000 —+0.0000
0.5000 0.00000000000000 0.00000030831697 —3.0832¢ — 007
1.0000 0.00000000000000 0.00004742312508 —4.7423e — 005
1.5000 0.00034270435374 0.00037549326430 —3.3339¢ — 005
2.0000 0.00111530532544 0.00113571780202 —2.0863e — 005
2.5000 0.00228948936046 0.00229500010689 —5.8795¢ — 006
3.0000 0.00379132863517 0.00378473993362 +6.5887¢ — 006

9. tdblazat. A 2. periférids kompartment értékeinek approximéciéja n=10 esetén

t

3 (t)

100
oy (1)

hiba

0.0000
0.5000
1.0000
1.5000
2.0000
2.5000
3.0000

0.00000000000000
0.00000000000000
0.00000000000000
0.00034270435374
0.00111530532544
0.00228948936046
0.00379132863517

0.00000000000000
—0.0000000180066
0.00000556973008
0.00029061248035
0.00106142354196
0.00223412992771
0.00373476621065

-+0.0000

+1.8007e — 008
—5.5697e — 006
+5.1542e — 005
+5.3432e — 005
+5.4991e — 005
+5.6260e — 005

10. tdblazat. A 2. periférids kompartment értékeinek approximécidja n=100 esetén
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Propofolmegoszlas

018 T T T T T T T T T
A propofol mennyisége a vérben
—— A propofol mennyisége az izomsz6vetben
0.16 H —— A propofol mennyisége a zsirszévetben 4
0.14}

©

-

N
T

©
=
T

0.08

propofol mennyiség (gramm)

o

o

[}
T

0.04 -

0.02

3. dbra. A propofolmegoszlas kozelitd értékei n = 3 esetén

4.2. Védett tengeri teriiletek halpopuldciéjanak modellje

Tekintsiink két tengeri élohelyet, amelyek kozott a haldllomany szabadon mozog.
Haldszat csak az egyik teriileten engedélyezett (nem védett teriilet), mig a masik
teriiletet védett tengeri teriiletnek tekintjiik, ahol nincs haldszat. A két teriilet
kozotti okolégiai kapcsolatot az aldbbi késleltetett differencidlegyenlet-rendszerrel
frhatjuk le (lasd [5], 10, B3]):

(t) = — (my +dy) 21 () + dowg (t) + 21 (t — 7) e~ 222E=T)

)
$,2 (t) = - <m2 +dy + h) i) (t) + dyxq (t) + Vo2 (t — 7—) 6—0212@—7)’

(4.7)

ahol
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e 11 (t) a védett tengeri teriilet halpopuldcidjanak mérete a t idépillanatban,

e 15 (t) a nem védett tengeri teriilet halpopuldciéjdnak mérete a ¢ idépillanat-

ban,

e m; > 0 a természetes haldlozédsi ardny a védett tengeri teriileten,

e my > 0 a természetes haldlozédsi ardny a nem védett tengeri teriileten,

e dy > 0 az elvandorlési ardny a védett tengeri teriileten,

e dy > 0 az elvdndorlési ardny a nem védett tengeri teriileten,

e v, a1 > 0 a sziiletési ardnyt befolydsol6 konstansok a védett teriileten,

® 7,, g > 0 a sziiletési ardanyt befolydsol6 konstansok a nem védett teriileten,

o 7 > () az ivaréretté valdshoz sziikséges 1do.

A (4.7) egyenletrendszer felirhaté az

alakban, ahol x = (21, x9)

X

T eRr?,

—(my +dy)

dy

Zt)=Ar+ f(x(t—71)),

do
— (mg + dg + h)

t>0

)

az [ = (f1, f2)" : R — R? fiiggvény koordindtafiiggvényei pedig

fz' (131, 372) = 7;T; €XPp (—Oéiwz') )

r = (I’l,flfg)T e R?,

i=1,2.

A paraméterek értékeit a kovetkezoképpen vélasztjuk meg (ldsd [5] [10]):

my

ma

d

da

h

Y1

Y2

(651

(&%)

0.2

0.5

1

1

0.7

14

7

0.16

0.9 [
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Legyen 7 =1 és tekintsiik a (4.7) egyenlet

¢ (t) = 0, tel-1,0],
b, (t) = 2, te[-1,0]

kezdeti fiiggvényekhez tartozé megoldasat. Ekkor a (4.7)) egyenlethez az

Yo = Ao+ nyn,
v = [ (%) —ny, (4.8)
Y, = nyj_1— ny;j, 2<j<n.

approximdlé kozonséges differencidlegyenlet-rendszert irhatjuk fel. Minden n > 2
T
esetén legyen yl = (y([)n],ygn}, ...,yil"}) a (4.8) egyenletrendszer azon megoldésa,

amelyre
w'(0) = (0,2)",
G-z

o - f f<¢><s>>ds=(o,

14671‘8

T
> ; I<j<n.

A (4.7) egyenlet megoldasat a (4.8)) kozonséges differencidlegyenlet-rendszer megol-

T
dédsanak y([Jn] = (y([ﬁ], yé@) komponensével kozelitjiik, azaz tetszoleges n > 2 esetén

. y([ﬁ] (t) a védett tengeri teriilet halpopuldcidja méretének kozelitd értéke a t

idopillanatban,

° yg;] (t) a nem védett tengeri teriilet halpopuldcidja méretének kozelité értéke

a t idopillanatban.
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A ([£7) egyenlet ¢ = (¢, d,)" kezdeti fiiggvényhez tartozé pontos megoldasa

a [0, 1] intervallumon az x = (x1,2,)" fiiggvény, ahol

At Aot 350671'8
1 (t) = c1e™ 4 cqe (0.5 — \/1.25) + TR

420e~18
Ty (t) = creMt <\/1.2 — 0.5) + o™t 4+ 461 ,

ahol

A o= —1.7+V1.25,

Ny = —1.7—+/125,
82 + ¢ 18 [350 (v1.25 — 0.5) — 420]  350¢-18
- (\/1.25—0.5) e ' [350( ) | _ 350c

11+ (V125 -05)’] a
82+ e 18 [350 (v/1.25 — 0.5) — 420]
afi+ (Vizs-os)’]

Cop =

A moédositott ldncmoédszer approximdcios hibajat harom kiilonbozé n értékre

vizsgéltuk a [0, 1] intervallumon. Mivel

0.0)" =8 0-) £ 46 0+ £ (0(-1) = (0.25)

ezért ¢ nem tesz eleget a feltételnek. A. tabldzatokbdl kiolvashatjuk,
hogy n értékének novelésével egyre jobb kozelitd értékeket kapunk. A numerikus
eredmények alapjan a konvergencia linedrisnak tiinik. A pontos megoldds x; és a
kozelité megoldés y([ﬁ} komponensének grafikonjait a 4. 4brdn, a pontos megoldas x-

és a kozelité megoldas yg;} komponensének grafikonjait pedig az 5. dbrén lathatjuk.
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t z1 (t) vor (1) hiba

0.0000 0.00000000000000 0.00000000000000 +0.0000
0.2000 0.32429011546404 0.32556694295077 —1.2768e¢ — 003
0.4000 0.54001230025821 0.56790028812181 —2.7888¢ — 002
0.6000 0.69053995028111 0.83412075849083 —1.4358¢ — 001
0.8000 0.80091288768423 1.22180217022776 —4.2089% — 001
1.0000 0.88571767908525 1.80781326263590 —9.2210e — 001

11. tédblazat. A védett teriilet értékeinek approximécidja n=3 esetén

t v (1) vor (1) hiba

0.0000 0.00000000000000 0.00000000000000 +4-0.0000

0.2000 0.32429011546404 0.32425168318064 —+3.8432e — 005
0.4000 0.54001230025821 0.54040927401344 —3.9697¢ — 004
0.6000 0.69053995028111 0.70340029071032 —1.2860e — 002
0.8000 0.80091288768423 0.89930109130627 —9.8388e — 002
1.0000 0.88571767908525 1.25537736161561 —3.6966e¢ — 001

12. téblazat. A védett teriilet értékeinek approximéciéja n=10 esetén

—— Pontos megoldas
Kozelités n=3 esetén

181 — Kozelités n=10 esetén

—— Kozelités n=100 esetén

16

14F

12f

0.8

0.6

0.4+

0.2

4. dbra
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t 1 (t) y5i% (1) hiba

0.0000 0.00000000000000 0.00000000000000 +4-0.0000

0.2000 0.32429011546404 0.32425118535907 +43.8930e — 005
0.4000 0.54001230025821 0.53997244059678 +3.9860e — 005
0.6000 0.69053995028111 0.69049846686861 +4.1483¢ — 005
0.8000 0.80091288768423 0.80122780681759 —3.1492¢ — 004
1.0000 0.88571767908525 0.94072957712503 —5.5012¢e — 002

13. tdblazat. A védett teriilet értékeinek approximédcidja n=100 esetén

t 2 (1) i () hiba

0.0000 2.00000000000000 2.00000000000000 +0.0000
0.2000 1.69253404868515 1.69264609934862 —1.1205¢ — 004
0.4000 1.53679825204874 1.54028316379743 —3.4849¢ — 003
0.6000 1.46530946214877 1.48708336154869 —2.1774e — 002
0.8000 1.43988611410362 1.51382036402361 —7.3934¢ — 002
1.0000 1.43900396210468 1.62020186541976 —1.8120¢ — 001

14. téablazat. A nem védett teriilet értékeinek approximéciéja n=3 esetén

21

—— Pontos megoldas
Kozelités n=3 esetén

—— Kozelités n=10 esetén

2 —— Kozelités n=100 esetén

14

5. 4bra
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t 22 (t) Yo (t) hiba

0.0000 2.00000000000000 2.00000000000000 +0.0000

0.2000 1.69253404868515 1.69251758076261 +1.6468e — 005
0.4000 1.53679825204874 1.53682284754831 —2.4595¢ — 005
0.6000 1.46530946214877 1.46683162775255 —1.5222¢ — 003
0.8000 1.43988611410362 1.45376438934886 —1.3878¢ — 002
1.0000 1.43900396210468 1.49995375053480 —6.0950e — 002

15. tdblazat. A nem védett teriilet értékeinek approximéciéja n=10 esetén

t s (1) yi (1) hiba

0.0000 2.00000000000000 2.00000000000000 +4-0.0000

0.2000 1.69253404868515 1.69251754826857 —+1.6500e — 005
0.4000 1.53679825204874 1.53677902328375 +41.9229¢ — 005
0.6000 1.46530946214877 1.46528910009165 +2.0362¢ — 005
0.8000 1.43988611410362 1.43989731775439 —1.1204e — 005
1.0000 1.43900396210468 1.44496914235505 —5.9652¢ — 003

16. tédblazat. A nem védett teriilet értékeinek approximécidja n=100 esetén

4.3. Késleltetett neuralis halézatok modellegyenlete

A Dbiolégiai, "természetes" neuralis halézatok nagyszami, hasonlé vagy azonos
felépitésii, egymdssal osszekottetésben 1évo épitdelemekbdl, idegsejtekbdl felépiild
hélézatok, amelyek a legkiilonfélébb feladatok elldtasara bizonyulnak alkalmasnak.
Az idegrendszer tanulmanyozdsa inditotta el azt a gondolkodést, hogy kiséreljiink
meg az ¢él6 szervezetekben 1étezo, bonyolult rendszerek mintéjara létrehozni szamito
rendszereket. Az agy - ezen beliil az agyi neuronok - felépitését, miikodését ala-
pul véve, a miiszaki kutatdsok eredményeképpen alkottdk meg az elsé mester-
séges neuronokat. A neurdlis halézatok szémitdsi feladatok megoldédsara létre-
jott parhuzamos feldolgozast végzo, hardver vagy szoftver megvaldsitdasi adaptiv
eszkozok. Azonos, vagy hasonlé tipusiu — altaldban nagyszamu — lokélis feldol-

gozdst végzd miiveleti elem, neuron (processing element, neuron) nagymérték-
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ben 6sszekapcsolt rendszerébol &ll, tobbnyire rendezett topolégidji. Egy neuron
(processing element) egy tobb-bemenetii, egy-kimenetii eszkoz, amely a bemenetek
és a kimenet kozott dltaldban valamilyen nemlinedris leképezést valésit meg, ren-
delkezhet helyi memdridval is, amelyben bemeneti vagy kimeneti értékeket illetve
a miikodés elééletére vonatkozé adatokat tarolhat. A bemeneti- vagy a bemeneti-
és a tarolt értékekbdl az aktudlis kimeneti értéket egy tipikusan nemlinedris
fiiggvény alkalmazédsaval hozza 1étre, melyet aktivalé vagy aktivilési fiiggvénynek
neveziink (activation function). A neuralis halézatok rendelkeznek tanuldsi algo-
ritmussal (learning algorithm) és a megtanult informéacié felhaszndldsét lehetévé
tev eldhivasi algoritmussal (recall algorithm) [IJ.

Tekintsiink egy folytonos ideji, d 6sszekotott cellabol allé neuralis halézatot,

amelyet az
d d
() = —aumi () + > By filay (1) + > yipfilay (8 —73)) + T (4.9)
=1 j=1

késleltetett differencidlegyenlet-rendszerrel adhatunk meg. A egyenletben
x; (t) az i—edik cella potencidlja a t id6pillanatban, f; : R — R nemlinedris
kimeneti (aktivaldsi) fiiggvény, amely tipikusan kiiszobfiiggvény jellegii leképezés,
értelmezési tartomdnya altaldban a valés szdmok halmaza, értékkészlete pedig
a valés szdmok halmazénak egy korldtos részhalmaza, o; > 0 &dlland6, amely a
magdra hagyott neuron potencidljanak jellemzoje, 3,;,7,; € R a j—edik és i—edik
cella kozotti kapcsolat erdsségét meghatarozé silytényezok a ¢ idopillanatban, I; €
R az i—edik cella kiils6 bemenete (eltoldsi dram) és 7,; > 0 a j—edik és i—edik cella
kozotti jelatviteli idé [8]. A kovetkezd két példaban két kiilonbozé tipikus aktivaldsi
fiiggvénnyel leirt modellegyenlet megoldédsat approximaljuk a médositott lancmaéd-
szerrel. Legyen 7 = 1g%§d {7:;} . Ekkor bédrmely ¢ = (¢, ..., ¢d)T : [-7,0] — R4
folytonos kezdeti fiiggvény esetén a egyenletnek létezik egyértelmii  megolda-

sa, amelyre

z(t)=o(t), tel-1,0]. (4.10)

A kovetkezd két példaban a (4.9) egyenlet specidlis skalaris esetét fogjuk vizs-
gélni elobb az
f (z) = arctg (), r €R,
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majd az
f(x):(l—l—e_m)fl, z€R

aktivalasi fiiggvénnyel.
1. Példa.

Tekintsiik az
2 (t) = —2x (t) + arctg (x (t — 1)),

o(t)=1, te[-1,0] (4.11)

kezdetiérték-feladatot, amelynek pontos megoldésa a [0, 1] intervallumon az
1 2t
x(t):@(ﬂe —T+38).

fiiggvény. Az approximdlé kozonséges differencidlegyenlet-rendszer

Yo = —2yo+ nyn,
Y, = arctg(yo) — ny,
y; = nyjfl - nyja 2 S] S n,
és a kezdeti feltételek
Yo (O) = 17
0 = =, 1<j<
; = — n.
yj 4n7 — j —

A mdédositott lancmdédszer approximéciés hibajat harom kiilonbozé n értékre vizs-
galtuk a [0, 1] intervallumon. A numerikus eredményeket a tabldzatokban
ismertetjiik. Az approximdcié6 hibdja alatt minden esetben az x (t) —y([)"] (t) kiilonb-
séget értjiik. A tabldzatokbdl kiolvashatd, hogy n értékének novelésével egyre jobb
kozelitd értékeket kapunk. Annak ellenére, hogy a kezdeti fiiggvényre nem teljesiil
a kompatibilitdsi feltétel, dgy tiinik, hogy a konvergencia nagysdgrendje
nem csokken. A pontos megoldés és a kozelité megoldédsok grafikonjait a 6. dbran
lathatjuk.
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t z (1) v (1) hiba

0.0000 1.00000000000000 1.00000000000000 +-0.0000

0.2000 0.79978506121192 0.79975559753646 +2.9464e — 005
0.4000 0.66557697422647 0.66493472567314 +6.4225¢ — 004
0.6000 0.57561460318003 0.57229001335176 +3.3246e — 003
0.8000 0.51531102247871 0.50571178126246 +9.5992¢ — 003
1.0000 0.47488832348688 0.45468789152055 +2.0200e — 002

17. tédblazat. Approximécié n=3 esetén

t x (t) w5 (1) hiba

0.0000 1.00000000000000 1.00000000000000 +0.0000

0.2000 0.79978506121192 0.79978506289104 —1.6791e — 009
0.4000 0.66557697422647 0.66556710301522 +9.8712e — 006
0.6000 0.57561460318003 0.57531880740915 +2.9580e — 004
0.8000 0.51531102247871 0.51302121000681 +2.2898¢ — 003
1.0000 0.47488832348688 0.46621225216014 +8.6761e — 003

18. tdblazat. Approximdcié n=10 esetén

—— Pontos megoldas
Kozelités n=3 esetén

—— Kozelités n=10 esetén

09k —— Kozelités n=100 esetén

0.8

0.7+

0.6

0.5F

0.4

6. &bra.
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t

x (t) v 1) hiba

0.0000
0.2000
0.4000
0.6000
0.8000
1.0000

1.00000000000000 1.00000000000000 +0.0000

0.79978506121192 0.79978506121378 —1.8615e — 012
0.66557697422647 0.66557697428129 —5.4820e — 011
0.57561460318003 0.57561251123785 +2.0919e — 006
0.51531102247871 0.51530092104408 +1.0101e — 005
0.47488832348688 0.47363699669392 +1.2513e — 003

19. tdblazat. Approximdcié n=100 esetén
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2. Példa.

Tekintsiik az

(4.12)

kezdetiérték-feladatot, amelynek pontos megoldédsa a [0, 1] intervallumon az
z (t) = 0.25 — 0.25¢ >

fiiggvény. Az approximalé kozonséges differencidlegyenlet-rendszer

Yo = —2Yo -+ NYn,
,_ 1
=9 + e v v
y; = nyj1—ny;, o 2<j<n,
és a kezdeti feltételek
Yo (0) = 07
1 .

A médositott lancmdédszer approximéciés hibajat hdrom kiilonbozé n értékre vizs-
géltuk a [0, 1] intervallumon. A numerikus eredményeket a tdblazatokba
foglaltuk. Az approximéci6 hibdja alatt minden esetben az x (t) — y([)"] (t)kiilonbséget
értjitkk. A tdbldzatokbdl kiolvashaté, hogy n értékének novelésével egyre jobb
kozelitd értékeket kapunk. Annak ellenére, hogy a kezdeti fiiggvényre nem teljesiil
a kompatibilitdsi feltétel, gy tlinik, hogy a konvergencia nagysdgrendje

nem csokken.
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t x (t) v (1) hiba

0.0000 0.00000000000000 0.00000000000000 +4-0.0000

0.2000 0.08241998849109 0.08242586731751 —5.8788e — 006

0.4000 0.13766775897069 0.13779044383446 —1.2268e — 004

0.6000 0.17470144702195 0.17531606080042 —6.1461e — 004

0.8000 0.19952587050134 0.20124838058580 —1.7225¢ — 003

1.0000 0.21616617919085 0.21969274091991 —3.5266e — 003
20. tabldzat. Approximécié n=3 esetén

t x (t) w5 (1) hiba

0.0000 0.00000000000000 0.00000000000000 +4-0.0000

0.2000 0.08241998849109 0.08242002095297 —3.2462¢ — 008

0.4000 0.13766775897069 0.13766972731912 —1.9683e — 006

0.6000 0.17470144702195 0.17475840363327 —5.6957e¢ — 005

0.8000 0.19952587050134 0.19995524926622 —4.2938e — 004

1.0000 0.21616617919085 0.21774950922361 —1.5833¢e — 003

21. tabldzat. Approximécié n=10 esetén
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t x (t) v 1) hiba

0.0000 0.00000000000000 0.00000000000000 +4-0.0000

0.2000 0.08241998849109 0.08241998849275 —1.6640¢ — 012
0.4000 0.13766775897069 0.13766775893211 +3.8589%¢ — 011
0.6000 0.17470144702195 0.17470136297142 +48.4051e — 008
0.8000 0.19952587050134 0.19952780154549 —1.9310e — 006
1.0000 0.21616617919085 0.21641027848961 —2.4410e — 004

22. tabldzat. Approximécié n=100 esetén

4.4. Tovabbi illusztrativ példak
A kovetkezd példédkban az
! 3 2
' (t) = =2z (t) + i (t—1), t>0 (4.13)

skaldris differencidlegyenlet négy kiilonbozo ¢ kezdeti fiiggvényhez tartozé megolda-
sdt fogjuk approximéljuk a médositott ldincmaédszerrel. Az approximalé kozonséges

differencidlegyenlet-rendszer

Yo = —2y0 + NYn,
v = Sy —ny
1 4 0 17
y; = nyj1—ny;,  2<j<n,
és a kezdeti feltételek
3—O—Dh
WO =00) & o=y [ FEds 1<i<n

A mdédositott lancmdédszer approximéciés hibajat harom kiilonbozd n értékre vizs-

galtuk a [0, 1] intervallumon. A numerikus eredményeket a tdblazatokban

ismertetjiik. A hiba alatt minden esetben az z (t) — y([)n] (t) kiilonbséget értjiik.
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3. Példa.

Tekintsiik az 3
' (t) = —2x(t) + sz (t—1),

(4.14)
o (t) =t* + 12, t € [-1,0]

kezdetiérték-feladatot, amelynek pontos megoldésa a [0, 1] intervallumon az

3 21 141 153 465 465 465 465
t — —t6 _ _t5 _t4 _ _t3 _t2 _ _t —2t
z(®) 8 8 + 16 8 + 16 16 + 32 32

— — —e¢

fiiggvény. Mivel
3
0= (0-) = ~20(0) + 26 (-1) =0
ezért ¢ eleget tesz a ([2.14)) feltételnek. A 23] 25| tablazatokbdl kiolvashatjuk,

hogy n értékének novelésével egyre jobb kozelitd értékeket kapunk. A numerikus
eredmények alapjdn a konvergencia linedrisnak tiinik. A pontos megoldds és a

kozelité megoldasok grafikonjait az 7. dbrén lathatjuk.

t x (t) y& (1) hiba

0.0000 0.00000000000000 0.00000000000000 +0.0000
0.2000 0.00094583104462 0.00877064769994 —7.8248¢ — 003
0.4000 0.00319449017162 0.01132671695994 —8.1322¢ — 003
0.6000 0.00399760815082 0.01107966785078 —7.0821c — 003
0.8000 0.00318522289017 0.00969710036486 —6.5119¢ — 003
1.0000 0.00215916546797 0.00798872545989 —5.8296¢ — 003

23. tébldzat. Approximdacié n=3 esetén
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t

x (t)

10
w0 (t)

hiba

0.0000
0.2000
0.4000
0.6000
0.8000
1.0000

0.00000000000000
0.00094583104462
0.00319449017162
0.00399760815082
0.00318522289017
0.00215916546797

0.00000000000000
0.00085601086309
0.00225249405312
0.00314388492101
0.00317522366018
0.00267357584190

-+0.0000

+8.9820e — 005
+9.4200e — 004
+8.5372e — 004
+9.9992¢ — 006
—5.1441e — 004

24. tabldzat. Approximécié n=10 esetén

t

z (t)

100
uo (1)

hiba

0.0000
0.2000
0.4000
0.6000
0.8000
1.0000

0.00000000000000
0.00094583104462
0.00319449017162
0.00399760815082
0.00318522289017
0.00215916546797

0.00000000000000
0.00089447546655
0.00304336972227
0.00389781327768
0.00322968545966
0.00224142395251

-+0.0000

+5.1356e — 005
+1.5112e — 004
+9.9795e — 005
—4.4463e — 005
—8.2258e — 005

0.012

0.008 -

0.006 |-

0.004 -

0.002 -

25. tabldzat. Approximécié n=100 esetén

" pontos megoldas
kozelité:

s n=3 esetén

I
0.2

I
0.3

I
0.4

7.

0.5

abra.

I
0.6

I
0.7

I
0.8

I |
0.9 1
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4. Példa.

Tekintsiik az

(4.15)

kezdetiérték-feladatot, amelynek pontos megoldésa a [0, 1] intervallumon az
= (3% +5
fiiggvény. Ekkor
/ 5 3
¢'(0—) =0+# i —2¢(0) + 4 (1),

tehdt ¢—re nem teljesiil a (2.14) kompatibilitési feltétel. Ennek ellenére a [26)—28]
tabldzatokbdl azt olvashatjuk ki, hogy az el6z6 példdhoz képest a konvergencia
nagysagrendje nem csokken. A pontos megoldds és a kozelité megolddsok grafikon-

jait a 8. dbran lathatjuk.

t z (1) v (1) hiba

0.0000 1.00000000000000 1.00000000000000 ~+0.0000
0.2000 0.79395002877227 0.79386593751884 +8.4091¢ — 005
0.4000 0.65583060257326 0.65412774199865 ~+1.7029¢ — 003
0.6000 0.56324638244513 0.55500106212771 +8.2453¢ — 003
0.8000 0.50118532374666 0.47877640461947 +2.2409¢ — 002
1.0000 0.45958455202288 0.41493674751980 +4.4648¢ — 002

26. tébldzat. Approximdacié n=3 esetén
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t z (1) yi @) hiba

0.0000 1.00000000000000 1.00000000000000 +-0.0000

0.2000 0.79395002877227 0.79394991470124 31.1407e — 007
0.4000 0.65583060257326 0.65580253748192 +2.8065¢ — 005
0.6000 0.56324638244513 0.56244933210758 +7.9705e — 004
0.8000 0.50118532374666 0.49534181115420 +-5.8435¢ — 003
1.0000 0.45958455202288 0.43866534371052 +2.0919¢ — 002

27. tabldzat. Approximécié n=10 esetén

t x (1) y5°% (1) hiba

0.0000 1.00000000000000 1.00000000000000 +-0.0000

0.2000 0.79395002877227 0.79395002876873 +3.5415e — 012
0.4000 0.65583060257326 0.65583060220420 +3.6907e — 010
0.6000 0.56324638244513 0.56324247388207 +3.9086e — 006
0.8000 0.50118532374666 0.50115903520518 +-2.6289¢ — 005
1.0000 0.45958455202288 0.45611971517048 +3.4648e — 003

28. tabldzat. Approximécié n=100 esetén

—— pontos megoldas
kozelités n=3 esetén

—— kozelités n=10 esetén

—— kozelités n=100 esetén

0.9+

0.8

0.7

0.6

0.5

8. &bra.
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5. Példa.

Tekintsiik az 3
2 (t) = =2z () + Z‘Tz (t—1),

(4.16)
¢ (t) =1 —t, t€[-1,0]

kezdetiérték-feladatot, amelynek pontos megoldésa a [0, 1] intervallumon az

1 3 15
t - —2t _ _t e
7 (t) = 15¢ s’ 116

fiiggvény. Mivel

1 1

3= 0-) = -26(0) + T (-1) =~

ezért ¢ eleget tesz a feltételnek. A [29)—{31] tablazatokbdl kiolvashatjuk,
hogy n értékének novelésével egyre jobb kozelitd értékeket kapunk. A numerikus
eredmények alapjan a konvergencia linedrisnak tiinik. A pontos megoldds és a
kozelitd megoldasok grafikonjait a [0, 1] intervallumon a 9. dbran lathatjuk. A
kozelité megoldédsok alakuldsat a [0, 10] intervallumon a 10. dbra mutatja. A pontos
megoldés kiszamitdsa hosszabb idéintervallumban technikailag nagyon bonyolulta

valik, ezért ettdl eltekintettiink.

t z (1) v (1) hiba

0.0000 1.00000000000000 1.00000000000000 +0.0000

0.2000 0.90439500287723 0.92486405129135 —2.0469¢ — 002
0.4000 0.81558306025733 0.84870677700565 —3.3124e — 002
0.6000 0.73132463824451 0.77119808033583 —3.9873¢ — 002
0.8000 0.65011853237467 0.69332014053790 —4.3202¢ — 002
1.0000 0.57095845520229 0.61668214369775 —4.5724e — 002

29. tabldzat. Approximécié n=3 esetén
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t x (t) v (1) hiba

0.0000 1.00000000000000 1.00000000000000 +0.0000

0.2000 0.90439500287723 0.91057650343315 —6.1815e — 003
0.4000 0.81558306025733 0.82589520506213 —1.0312e — 002
0.6000 0.73132463824451 0.74422334803077 —1.2899¢ — 002
0.8000 0.65011853237467 0.66424004501787 —1.4122e — 002
1.0000 0.57095845520229 0.58575388244446 —1.4795e — 002

30. tabldzat. Approximécié n=10 esetén

t x (t) yi°% (1) hiba

0.0000 1.00000000000000 1.00000000000000 +0.0000

0.2000 0.90439500287723 0.90501315279142 —6.1815e — 004
0.4000 0.81558306025733 0.81661556845455 —1.0325¢ — 003
0.6000 0.73132463824451 0.73263769830848 —1.3131e — 003
0.8000 0.65011853237467 0.65161330554419 —1.4948e — 003
1.0000 0.57095845520229 0.57253212606458 —1.5737e¢ — 003

31. tabldzat. Approximécié n=100 esetén

—— pontos megoldas
kozelités n=3 esetén

0.95 —— kozelités n=10 esetén
—— kozelités n=100 esetén

! ! ! ! ! ! ! ! J
(o} 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

9. 4bra.
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12

— n=100
— n=10
n=3

0.8

0.6

0.4

0.2+

10. &bra.
6. Példa.

Tekintsiik az 3
¥ (t) = —2x(t) + ZxQ (t—1),

(4.17)
¢ (t) = 21 —t, t e [-1,0]

kezdetiérték-feladatot, amelynek pontos megoldésa a [0, 1] intervallumon az

fiiggvény. Ekkor

§(0-) = ~1#2=-20(0) + 56 (1),

tehdt ¢—re nem teljesiil a (2.14) kompatibilitdsi feltétel. A [32]—{34] tablazatokbol
kiolvashato, hogy n értékének novelésével jobb kozelité értékeket kapunk. Annak
ellenére, hogy a kezdeti fiiggvényre nem teljesiil a (2.14]) kompatibilitasi feltétel

a konvergencia nagysédgrendje ebben az esetben sem csokken. A pontos megoldéds
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és a kozelité megolddsok grafikonjait a [0, 1] intervallumon a 11. dbra mutatja. A
kozelitd megolddsok alakuldsat a [0, 10] intervallumon a 12. 4bra mutatja. A pontos
megoldés kiszamitdsa hosszabb idéintervallumban technikailag nagyon bonyolulta

valik, ezért ettdl eltekintettiink.

t x (t) v (1) hiba

0.0000 2.00000000000000 2.00000000000000 +4-0.0000

0.2000 2.27693991943763 2.35927476960490 —8.2335e — 002
0.4000 2.36367431279486 2.50577544209200 —1.4210¢ — 001
0.6000 2.32291012915365 2.52988647684783 —2.0698¢ — 001
0.8000 2.19668109350935 2.49978723105691 —3.0311e — 001
1.0000 2.01316325433593 2.45594203513334 —4.4278e — 001

32. tdbldzat. Approximécié n=3 esetén

t x (t) v (1) hiba

0.0000 2.00000000000000 2.00000000000000 +4-0.0000
0.2000 2.27693991943763 2.30166606084198 —2.4726¢ — 002
0.4000 2.36367431279486 2.40506643604777 —4.1392¢ — 002
0.6000 2.32291012915365 2.37866380525766 —5.57H4e — 002
0.8000 2.19668109350935 2.28404147730740 —8.7360e — 002
1.0000 2.01316325433593 2.18339918349929 —1.7024¢ — 001

33. tabldzat. Approximécié n=10 esetén
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t

z (t)

100
™ (1)

hiba

0.0000
0.2000
0.4000
0.6000
0.8000
1.0000

2.00000000000000
2.27693991943763
2.36367431279486
2.32291012915365
2.19668109350935
2.01316325433593

2.00000000000000  +0.0000

2.27941251909318 —2.4726e — 003
2.36780434559223 —4.1300e — 003
2.32814023506233 —5.2301e — 003
2.20277963295798 —6.0985¢ — 003
2.03690638515367 —2.3743e — 002

2.7+

2.6

251

241

2.3+

2.2+

34. tabldzat. Approximécié n=100 esetén

—— pontos megoldas

—— kozleités n=10 esetén
—— kozellités n=100 esetén

kozelités n=3 esetén

!
0.2

!
0.3

! 1
0.4 0.5
t

11. &bra.

!
0.6

!
0.7

! ! i
0.8 0.9 1
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— Kozelités n=100 esetén
—— Kozelités n=10 esetén
—— Kozelités n=3 esetén
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A. Fiiggelék

Ebben a részben egy 1j stabilitési kritériumot fogunk bizonyitani a neuralis héléza-
tok modellezésére hasznalt (4.9) késleltetett differencidlegyenletre. A (4.9) egyen-

letet Mohamad és Gopalsamy [44] tanulményozta az

a; > 0, I € R, 1< < d, (Al)
Tij Z 0, Bij?Vz‘j S R, 1 S 7’7] S da (A2)
|fi(z)] < ki, 7 €R, (A.3)
[fi(x) = fi(y)| < Kilz —y|, z,yeR (A.4)

feltételek mellett, ahol k;, K;, 1 < ¢ < d pozitiv konstansok. F6 eredményiik a

kovetkezd stabilitasi kritérium.

A.1. Tétel. [[]] Tegyiik fel, hogy teljesiiinek az (A1) — (A7) feltételek és
d
a > Ky (185 +vil), 1<i<d (A.5)
=1

Ekkor a (4.9) egyenletnek létezik eqy globdlisan exponencidlisan stabil egyensilyi
helyzete.

A kovetkez6 eredményiink az [A.1] Tétel dltaldnositdsa.

A.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy teljesiiinek a [A.1 Tétel feltételei kivéve az (A3)
feltételt, amely helyett feltessziik, hogy

' miy ... Myj
(—1)” det : >0, 1<j<d, (A.6)

mji M

ahol
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és 6;; a Kronecker-féle delta. Ekkor a (4.9)) egyenletnek létezik egy globdlisan ex-

ponencidlisan stabil eqyensilyi helyzete.

Az[A2] Tétel bizonyitasdhoz a 3. fejezetben emlitett dsszehasonlité elven kiviil

sziikségiink lesz a kovetkezé ismert eredményre is.

A.3. Tétel. [[§] Tekintsiik az

d
T (t) = Zazjxj + wax] —T1i), 1<i<d (A.8)

=1

linedris késleltetett differencidlegyenlet-rendszert. Tegyiik fel, hogy az A = (a;;)
mdtriz lényegében nemnegativ, a B = (b;;) mdrtiz pedig nemnegativ. Ekkor az
(A.8) egyenlet trividlis megoldasa akkor és csak akkor globdlisan exponencidlisan

stabil, ha ugyanilyen az
=(A+B)x (A.9)

kézonséges differencidlegyenet-rendszer trividlis megolddsa. Ez utobbi feltétel ekvi-

valens az (A.0) egyenlbtienségrendszerrel, ahol
mij = aij + by, 1<4,j<d.

Az . Tétel bizonyitdsa. Az adott feltételek mellett a (4.9) egyenletnek

*

letezik egy * = (a%,...,x*)" egyensilyi helyzete. Mivel ez a [44], Theorem 2.1

rn

bizonyitasdval megegyezz6 moédon lathaté be, a bizonyitastol eltekintiink. Legyen

T = max {ri;} és ¢ = (gbl, ...,gbd)T : [-7,0] — R? adott folytonos fiiggvény.
<iyj<

Legyen z = 2% a . — kezdetiérték-feladat megoldasa. Ekkor a .

Lemma szerint minden 1 < i < d ést > 0 esetén

d* :
= @i () = 2| < —aifa; () — 2| + D18l Kl (1)
j=1

(A.10)
+Z‘713{K {% — Tij) x;}
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Legyen
yi (1) = |z (t) — x|, t>-7, 1<i<d.

Ekkor (A.I0) felirhat6 a
dr ’
=i (£) < —auyi (1) + > 18i| Ky () + Z i, Ky (t = 745) (A.11)
j=1

alakban. Az (A.I1]) egyenl6tlenségrendszer a (3.7) egyenlétlenség specidlis esete,
ha

Fi (¢) = —aio; ( +ZW +Z|m —ry), 1<i<d (A12)

Legyen

ij| )
és

by =K |v,|, 1<ij<d (A.14)
Mivel az A = (a;;) matrix lényegében nemnegativ, B = (b;;) pedig nemnegativ,
ezért az (A12) funkciondlra teljesiil a (QM) feltétel. A [3.5] Tétel szerint

0<y(t)<2¥(t), t>-—r, (A.15)

T
ahol y (£) = (1 (1) ,9a (1) 2 = (21,21 ) pedig a

d
2L (t) = —ayz; (t) —1—2 |8:;| Kj2; (t) + Z 1vi| Kz (t —7135), 1<i<d (A.16)

rendszer
kezdeti fiiggvényhez tartozé megolddsa. Ha teljesiil az (A7) feltétel, akkor az[A.3]

Tétel szerint az
=(A+B)z (A.18)
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egyenlet, ¢és ezért az (A.I6) késleltetett egyenlet trividlis megolddsa is globdlisan
exponencidlisan stabil. Tehat 1étezik L > 0 és n > 0 konstans gy, hogy minden
t > 0—ra

|2 o)) < Ziwle, (A.19)

ahol ||¢|| a C—beli szuprémum-normat jeloli. Mivel (AI9) fiiggetlen az R?—n
valasztott normétdl, vilaszthatjuk a < parcidlis rendezésre nézve monoton #; —nor-
mét is. Ekkor az (A.15) és (A.19) egyenldtlenségekbdl kapjuk, hogy minden ¢ >

O—ra

Hx¢ (t) —z*

=yl <[[=* O <Lllwle™ =Lll¢—a*|e™™.

Az utolsé egyenltlenség azt mutatja, hogy z* globdlisan exponencidlisan stabil

egyensilyi helyzete a (4.9) egyenletnek. m

A.1. Megjegyzés. Az (AD) feltételbdl kivetkezik, hogy az (A7) —tel definidlt
M = (my;) mdtriznak az lo, normdbdl szdrmaztatott Lozinszkij-mértéke negativ
(ldasd[1] tablazat). Mivel

s (1) < u (31) < 0,
ezért az (AJ) feltétel mellett az M mdtrix stabil, azaz minden sajdtértékénck a

valds része megativ. Ugyanakkor ismert [6], hogy az (A.4) feltétel sziikséges és
elegendd feltétele az M mdtrix stabilitdsanak. Tehdt az (AG) feltétel dltaldnosabb

az (A.D) feltételnél.

A kovetkez6 példdban megmutatjuk, hogy az[A.2] Tétel valodi dltaldnositdsa az
A1l Téetelnek, azaz léteznek olyan o, 3,;, v;; konstansok, amelyek eleget tesznek
az ([A.6)) feltételnek, ugyanakkor (A.H]) nem teljesiil. Legyen

d=2,

Klngzl,
a1:a2:1,

511 - 512 = 522 =0, 521 =1,
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Y11 = Y12 = Vo1 = V22 = 0.

_ -1 0
M = .
l=ay= K (|521‘ + |ﬁ22| + |721| + |722|) =1,

ezért az ((A.5) feltétel nem teljesiil. Ugyanakkor

Ekkor

Mivel

—-mp1=1>0 és det M =1>0,

tehdt az (A.6) feltétel teljesiil.
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B. Fiiggelék

Az aldbbiakban felsoroljuk az approximéciés tételeink bizonyitdsaban szerepld
fontosabb konstansokat és jelentésiiket.
A[2.1. Tétel bizonyitasaban szereplé konstansok:

7 : az idobeli késleltetés nagysiga

L : az f fiiggvény Lipschitz-konstansa

K : a g fiiggvény Lipschitz-konstansa

e H:azx és 1’ fiiggvények kozos Lipschitz-konstansa a [—7, T] intervallumon

S1 = max {|lg" (V)| | v € 2 ([=7,T])}

S = max {2’ ()| | ¢ € [-7,T]}

K* : a ¢ fiiggvény Lipschitz-konstansa az z ([—7,T')) C R? halmazon

7_2

M = max {KH%, SH (Si+ SQK*)}

o k=max{e"M |t e [-7,T]}

3Mk
")/:
T

Tem(L-l-K)T
o (=11

A[2.3 Tétel bizonyitasaban szereplé konstansok:

7 : az idobeli késleltetés nagysiga

L : az f fiiggvény Lipschitz-konstansa

K : a g figgvény Lipschitz-konstansa

w(A):az A € R matrix Lozinszkij-mértéke
e H :azx és 2’ fiiggvények kozos Lipschitz-konstansa a [—7, c0) intervallumon

Sy =sup{|lg (v)]| | v €z ([-7,00))}
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o Sy=sup{lla’ )] | t € [-7,00)}

e K :a ¢ fiiggvény Lipschitz-konstansa az x ([—7,00)) C R? halmazon

2

TT <~ ==
. M:max{KH??H (51+SQK)}

o O =

S ()
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Osszegzés

Tézisek

Az értekezés legfontosabb eredményeit a kivetkezo tézisekben foglaljuk ossze.

1. tézis

2. tézis

A skaldris késleltetett differencidlegyenletekre ismert moédositott lancmaod-
szert kiterjesztettem dltaldnosabb késleltetett differencidlegyenlet-rendszerek-
re, bizonyitottam a médszer konvergencidjat a késleltetett egyenlet elegendéen
sima kezdeti fiiggvényekhez tartozo megolddsaira, és becslést adtam az app-

roximécié nagysdgrendjére is.

1.1. Elegendd feltételt adtam arra, hogy a mdédositott lancmddszer konver-
gens legyen bdrmely véges intervallumon a késleltetett egyenlet ele-
gendben sima kezdeti fiiggvényekhez tartozé megolddsaira és egyittal

becslést adtam az approximdcié nagysdgrendjére is (lasd 2.1} Tétel).

1.2. Explicit elegend6 feltételeket adtam arra, hogy a mdédositott lancmdéd-
szer konvergens legyen a teljes [0, 00) intervallumon elegendéen sima
kezdeti fiiggvényekhez tartozé megoldasok esetén, és becslést adtam az

approximdcié nagysdgrendjére is (lésd [2.2] Tétel).

A fenti eredményeim felhasznaldsdval bebizonyitottam, hogy a maédositott
lancmddszer konvergens a késleltetett egyenlet barmely folytonos kezdeti
fiiggvényhez tartozé megoldédsa esetén is. Approximaécios tételeinket kiilon-

boz6 modellegyenletekre is alkalmaztam.

2.1. Elegend6 feltételt adtam arra, hogy a mdédositott lancmdédszer konver-
gens legyen barmely véges intervallumon a késleltetett egyenlet tet-
szOleges folytonos kezdeti fiiggvényhez tartozé megoldédséra (lasd .
Tétel).

2.2. Explicit elegend6 feltételeket adtam arra, hogy a mddositott lancmaod-
szer konvergens legyen a teljes [0, o) intervallumon a késleltetett egyen-

let tetszoleges folytonos kezdeti fiiggvényhez tartozé megoldasara (lasd

Tétel).
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2.3. Approximécios tételeimet egy farmakokinetikai modellegyenletre, egy
tengeri halpopulédcié modellegyenletére és a neurdlis hdl6zatok elméletébdl

szarmazé modellegyenletre is alkalmaztam.

3. tézis Uj elegendd feltételeket adtam a késleltetett egyenlet megoldasainak globalis

exponencidlis stabilitdsara.

3.1. Elegendo feltételt adtam arra, hogy a késleltetett egyenlet minden megol-
désa globalisan exponencidlisan stabil legyen (lasd Tétel).

3.2. Elegend¢ feltételt adtam arra, hogy a késleltetett egyenletnek legyen
egy globalisan exponencidlisan stabil egyensilyi helyzete (lasd és

[A2] Tétel).
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