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KIVONAT 

 

0DWHPDWLNDL� VWDWLV]WLNDL� PyGV]HUHN� DONDOPD]iVD� DGV]RUSFLyV� P YHOHWHN�

matematikai leírásában  

 

A dolgozat a sztochasztikus folyamatokra kidolgozott YDOyV]tQ VpJelméleti 

|VV]HI�JJpVHNHW� DONDOPD]]D� D]� DGV]RUSFLyV� P YHOHWHN� PDWHPDWLNDL� OHírása, illetve 

tervezése kapcsán.  

 

$� V]HU] � EHmutatja, hogy egy tökéletesen kevert üstben lejátszódó adszorpció Marvov 

folyamatként is felfogható, így az adszorpciós kinetika leírható a Chapman-Kolmogorov 

egyenletek segítségével. Ugyan ez a matematikai apparátus alkalmas az adszorberekben 

PpUKHW �WDUWy]NRGiVL�LG �HORV]OiVI�JJYpQ\pQHN�MHOOHP]pVpUH�LV��$]�DGV]RUSFLyV�NLQHWLkára 

pV� D� WDUWy]NRGiVL� LG UH� YRQDWNR]y� YDOyV]tQ VpJHN� |VV]HNDSFVROiViYDO� OHKHW VpJ� Q\tOLN�

DGV]RUEHUHNEHQ��NURPDWRJUiILiV�RV]ORSRNEDQ�]DMOy� IRO\DPDWRN�YDOyV]tQ VpJL�PDWHPDWLNDL�

PyGV]HUHNNHO� W|UWpQ � DQDOt]LVpUH�� LOOHWYH� iWW|UpVL� J|UEpN�� NURPDWRJUDPPRN�

valósztQ VpJHOPpOHWL� V]iPtWiViUD�� $� V]HU] � PHJPXWDWMD�� PLO\HQ� NDSFVRODW� YDQ� D�

YDOyV]tQ VpJL�PRGHOO�SDUDPpWHUHL�pV�D�PiU�LVPHUW�IL]LNDL�iOODQGyN�N|]|WW, illetve a hiányzó 

paramétereket milyen módszerekkel lehet meghatározni. A matematikai modell 

használhatóságát WULNOyUHWiQ�YL]HV�N|]HJE O�W|UWpQ �DGV]RUSFLyMD�NDSFViQ�PXWDWMD�EH� 

 

 

ABSTRACT 

 

Stochastic Mathematical Approach for Modeling of Adsorption Processes 

 

This work uses the stochastic mathematical method in modeling and planning of adsorption 

processes. 

 

The author shows that the adsorption taking place in a well stirred tank reactor can be 

regarded as a Markov process, thus the adsorption kinetic can be followed by the help of 
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the Chapman-Kolmogorov equations. The same method suitable to characterize the 

residence time distributions measured in a packed bed adsorption column. Connecting the 

probabilities referring both the adsorption kinetic and residence time distribution we have 

the possibility to calculate the adsorption in a column, that is to calculate the breakthrough 

curve or a chromatogram. The author also shoes how to determine the model parameters 

from the physical properties or experimental data gained of the adsorption of CCl3CH3 by 

active charcoal from aqueous solution. 

 

 

AUSZUG 

 

Anwendung mathematischer statistischer Methoden für die 

Beschreibung der Adsorptionsverfahren 

 

Der Autor vorführt, dass in einem Rührkessel abgerollte Adsorption auch als Markov 

Prozess kann erfassen werden, deshalb kann die Adsorptionskinetik mit Anwendung der 

Chapman-Kolmogorov Gleichungen beschrieben werden. Dieselbe mathematische 

Methode ist verwendbar für Beschreibung die Verteilungsfunktion der Verweilzeit, die in 

Adsorber gemessen werden kann. Mit Verbindung der Wahrscheinlichkeit der 

Adsorbtionskinetik und der Verweilzeit gibt es die Möglichkeit, 

Adsorptionsdurchbruchkurven und die Kromatogrammen zu berechnen. Der Autor vorführt 

die Verbindung, die zwischen den Parameters und den bekannten physischen 

Eigenschaften besteht, bzw. die Methoden, die verwendbar für Bestimmung der fehlenden 

Parameters sind. Das experimentelle Unterlegen des mathematischen Modelles wird im 

Trichlorethan-Wasser-Aktivkohle System untersucht. 
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1. BEVEZETÉS 

 

+D�HJ\�IOXLG�Ii]LV�NLV�NRQFHQWUiFLyEDQ�WDUWDOPD]�V]HQQ\H] �YDJ\�pUWpNHV�NRPSRQHQVHNHW��

akkor a fázist összehozva egy, az adott komponensekhez a fluid fázis többi komponensénél 

nagyobb adszorpciós aktivitást mutató szilárd anyaggal, az adszorbenssel, akkor 

OHKHW VpJ�QN� YDQ� D� NLV� NRQFHQWUiFLyEDQ� MHOHQOpY �NRPSRQHQVHN� JD]GDViJRV� NLQ\HUpVpUH��

Ha H]W� D�P YHOHWHW� HJ\� W|NpOHWHVHQ� NHYHUW� �VWEHQ� V]DNDV]RVDQ� YDOyVtWMXN�PHJ,� GHUtWpVU O�

EHV]pO�QN��PtJ�KD�D� IOXLG� Ii]LVW�PLQWHJ\�iWV] UM�N�HJ\�DGV]RUEHQVE O�iOOy� UpWHJHQ, akkor 

állóágyas, frontális adszorpcióról van szó.  

 

Az állóágyas adszorpciós technika a preparálási illetve tisztítási célokon túl analitikai 

célokra is felhasználható. Ha az elemezni kívánt folyadék vagy gázelegy kis adagját egy 

rosszul adszorbeálódó gázba vagy folyadékba injektáljuk és így vezetjük át egy adszorpciós 

oszlopon, akkor kromatográfiáról beszélünk. A minta egyes komponensei az adszorpciós 

DIILQLWiVXNWyO� I�JJ � VHEHVVpJJHO� VRGUyGQDN� iW� NURPDWRJUiILiV� RV]ORSRQ��$ komponensek 

WDUWy]NRGiVL� LGHMH�� D� UHWHQFLyV� LG � D]� DQ\DJL� PLQ VpJUH� MHOOHP] � pUWpN�� (OHPH]YH� D�

kromatográfiás oszlopot elhagyó fluidum koncentrációját,� PLQ VpJL� pV� PHQnyiségi 

megállapításokat tehetünk a minta összetételére vonatkozólag. 

 

Mivel a kromatográfiás technika szétválogatja a minta komponenseit, igen drága, kis 

NRQFHQWUiFLyEDQ�MHOHQOpY �NRPSRQHQVHN�NLQ\HUpVpW�SUHSDUDWtY�NURPDWRJUiILiV�WHFKQLNiYDO�

is megvalósíthDWMXN��$�SUHSDUDWtY�NURPDWRJUiILD�SRQW�~J\�P N|GLN��PLQW�D]�DQDOLWLNDL��FVDN�

az oszlopméret és a feldolgozott mintamennyiségek nagyságrendje különbözik.  

 

Igen közeli adszorpciós tulajdonságokat mutató anyagok adszorpciós elválasztására 

kifinomult adszorpciós technikák alakultak ki. EzeN� N|]�O� OHJMHOHQW VHEE� D]� 60%�

(Simulating Moving Bed) technika. Ennek lényege, hogy minimum négy adszorpciós 

oszlop van hurokba kötve. A körbe folyamatosan táplálják be a nyersanyagot és az eluenst, 

és folyamatosan veszik el a raffinátumot (legkevésbé adszorbeálódó komponenst) és az 

extraktumot (lásd 1. ábra). $� N�O|QE|] � SR]tFLyEDQ� OpY � RV]ORSRNEDQ D� N|YHWNH] �

feladatokat kell megvalósítani: 
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1. pozíció: $]� LWW� OpY � RV]ORSEyO� Hl kell távolítani az esetlegesen bennmaradt összes 

szennyezést. 

2. pozíció: Ki kell öblíteni az oszlopból a jól adszorbeálódó komponenseket. 

3. pozíció: $����SR]tFLyEyO�pUNH] �pV�D�EHWiSOiOiVEDQ�OpY  komponensek elválasztása. 

4. pozíció: A továbbvezetett folyadékáram megtisztítása az eluensben maradt 

nyersanyag�NRPSRQHQVHNW O 

 

$�EHWiSOiOiVW�N|YHW �RV]ORSEDQ�a komponens frontok�N�O|QE|] �VHEHVVpJJHO�PR]RJnak és 

tJ\�D]�HOV �NpW�IURQW�N|]|WWL�LG EHQ�D�NHYpVEp�DGV]RUEHiOyGy�NRPSRQHQV�WLV]WiQ�NLQ\HUKHW ��

$PLNRU� D� EHWiSOiOiVW� N|YHW � RV]ORSEyO�PiU� QHP�PHJIHOHO  PLQ VpJ  termék jön ki, az 

oszlopok helyét az áramlási iránnyal szemben rotálják. Ez azt jelenti, hogy a 3. oszlop 

helyére a majdnem tiszta 4. oszlop kerül. A 2. helyére kerül a jobban adszorbeálódó 

komponenseket tartalmazó 3. oszlop, míg a 2. oszlopból az 1. pozícióban eltávolítják az 

öblítés után még bennmaradt komponenseket. A teljesen tiszta 1. oszlop a 4. pozícióba 

kerül, hogy megfogja a cirkuláltatott áramban maradt mintakomponenseket. 

 

����� ����� �	� �	
�
��� ��� �����

��� ���	��
 ����� �������

 �!

"�!

#�!$�!

 

 

1. ábra 

60%�EHUHQGH]pV�P N|GpVH 

 

 

Mennél bonyolultabb adszorpciós technikát használunk, annál nehezebb és annál 

költségesebb kísérleti úton megállapítani a folyamat optimális paramétereit. Az 
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RSWLPDOL]iOiV�LG �pV�N|OWVpJFV|NNHQWpVpQHN�V]�NVpJOHWH�megbízható számítási algoritmusok 

kidolgozását követeli meg.  

 

$]�DGV]RUSFLy�WHUPpV]HWpQpO�IRJYD�NpWIi]LV~�LQVWDFLRQiULXV�P YHOHW� Hagyományos módon 

IHOtUYD�D�Ii]LVRN�NRPSRQHQV�PpUOHJHLW�D�N|YHWNH] �|VV]HI�JJpVHNKH]�MXWXQN�� 

 

 0
t

c

t

q
)1()cv(grad ii

i0 =
∂
∂ε+

∂
∂ε−+  (1) 

 ( )[ ]q*

iii
i cc

t

q −ωβ=
∂

∂
 (2) 

 

Az egyenletekben ci az i. komponens koncentrációja a fluid fázisban, míg qi ugyanezen 

komponens térfogategységre vonatkoztatott koncentrációja az adszorbens fázisban. q az 

DGV]RUEHQV� Ii]LVEDQ� PpUKHW � NRQFHQWUiFLyN� YHNWRUD�� $]� DONDOPD]RWW� )(c*
i q  egyensúlyi 

|VV]HI�JJpVW O� I�JJ HQ� D� IHQWL� GLIIHUHQFLiOHJ\HQOHW rendszer megoldása igen nehézkessé 

válhat. 

 

(EEHQ� D� GLVV]HUWiFLyEDQ� D]� DGV]RUSFLyV� P YHOHWHN� PDWHPDWLNDL� PRGHOOH]pVpQHN� HJ\� ~M�

OHKHW VpJpYHO� IRJODONR]XQN�� DPHQQ\LEHQ az adszorpciót Markov folyamatként fogjuk fel, 

pV� D]� DGV]RUSFLyV� P YHOHW� VRUiQ� EHN|YHWNH] � HVHPpQ\HN� YDOyV]tQ VpJpW� D� PDWHPDWLNDL�

statisztika módszereivel értékeljük ki. 
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2. ELMÉLETI ÖSSZEFOGLALÓ 

 

Az elméleti összefoglalóban három tématerületet szeretnénk érinteni. Ezek az adszorpciós 

HJ\HQV~O\RN��D]�DGV]RUSFLyV�P YHOHWHN�PDWHPDWLNDL�PRGHOOH]pVH�pV�D�0DUNRY�IRO\DPDWRN�

elmélete. 

 

 

2.1 Adszorpció 

 

$]� DGV]RUSFLy� OHtUiViYDO� IRJODONR]y� P YHN� V]LQWH� N|Q\YWiUDNDW� W|OWHQHN� PHJ�� $]�

adszorpció során a megkötött komponens molekulái aGKp]LyV� YDJ\� J\HQJH� NpPLDL� HU N�

UpYpQ�N|W GQHN�D]�DGV]RUEHQVKH]��0L�D]�DNWLYiOW�DGV]RUSFLyYDO��D�NHPRV]RUSFLyYDO� MHOHQ�

PXQNiEDQ�QHP�IRJODONR]XQN��$�GLV]SHU]LyV�HU N�KDWiViUD�EHN|YHWNH] �DGV]RUSFLyW�IL]LNDL�

DGV]RUSFLyQDN��YDJ\�HJ\V]HU HQ�DGV]RUSFLyQak nevezzük. 

 

 

2.1.1 Fizikai adszorpció 

 

AGV]RUSFLyUyO�DNNRU�EHV]pO�QN��DPLNRU�KDWiUIHO�OHWWHO�HON�O|Q�O �V]LOiUG-fluid vagy fluid-

IOXLG� Ii]LV� pULQWNH]WHWpVpQpO� D]� DGKp]LyV� HU N� N|YHWNH]WpEHQ� D]� HJ\LN� Ii]LV� PROHNXOiL� D�

határfelület közelében koncentrálódnak. Általában, amikor adszorpcióról hallunk szilárd-

fluid határfelületre gondolunk. Ezen az adszorpció annak következtében valósul meg, hogy 

D�V]LOiUG�Ii]LV�V U n,�U|J]tWHWW�FHQWUXPPDO�HOKHO\H]HWW�PROHNXOiL�GLV]SHU]LyV�HU NNHO�KDWQDN�

a fluid fázis statisztikus mozgást� YpJ] � PROHNXOiLUD�� H]pUW� D� V]LOárd fázis közvetlen 

környezete a fluid fázis molekuláira nézve alacsonyabb potenciállal bír, mint a fázis 

belseje. Statisztikus értelmezésben azt is mondhatnánk, hogy a fluidum molekuláinak 

átlagos tartózkodási ideje egy,� D� KDWiUIHO�OHWKH]� LOOHV]NHG � QpKiQ\� PROHNXOD� Péretre 

NLWHUMHG � WpUIRJDWUpV]EHQ� QDJ\REE�� PLQW� D]� XJ\DQLO\HQ� PpUHW � WpUUpV]EHQ, a fázis 

EHOVHMpEHQ�� +D� D� IOXLG� Ii]LV� W|EE� NRPSRQHQVE O� iOO,� DNNRU� D� GLV]SHU]LyV� HU N�

N�O|QE|] VpJpE O� HUHG HQ� D]RQ�PROHNXlák, melyekhez a szilárd fázis nagyobb affinitást 

mutat a határfelületi rétegben jobban koncentrálódnak, mint a fluidum többi részében. Ez 
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azt eredményezi, hogy e komponensek a szilárd fázis felületén, illetve annak közelében 

nagyobb arányban lesznek jelen, mint a fluidumban, így a szilárd és fluid fázis 

HON�O|QtWpVpYHO� OHKHW VpJ�Q\tOLN�DUUD��KRJ\�D� IHQW�HPOtWHWW�NRPSRQHQVHNHW�D�IOXLG�Ii]LVEyO�

kinyerjük, ha azok értékes anyagok, illetve, hogy a fluidumot megszabadítsuk a szilárd 

fázishoz nagy affinitást mutató� NRPSRQHQVHNW O, amennyiben azok a fluid fázis 

szennyezéseként vannak jelen. A szilárd fázist ebben a relációban adszorbensnek, míg a 

fluidum azon komponenseit melyekkel az adszorpció során elszámolunk adszorptívumnak 

nevezzük.  

 

Ha egy adszorbenst összehozunk egy adszorptívumot is tartalmazó fluid fázissal, akkor az 

DGV]RUSWtYXP�NRQFHQWUiFLyMD�D�IOXLG�Ii]LV�EHOVHMpEHQ�YiOWR]QL�IRJ�pV�HOpJ�KRVV]~�LG �HOWHOWH�

után egy határértékre, az egyensúlyi koncentrációra áll be. Egyensúlyban, noha az egyes 

adszorptívum�PROHNXOiN�VWDWLV]WLNXVDQ�FVHUpO GKHWQHN�D�KDWiUIHO�OHWL�UpWHJ�pV�D�IOXLG�Ii]LV�

belseje között,� D� NRQFHQWUiFLy� PpJVHP� YiOWR]LN� pV]UHYHKHW HQ�� PHUW� KRVV]DEE� WiYRQ� D]�

adszorbeálódó és deszorbeálódó molekulák száma megegyezik. Ami a koncentráció 

statisztikuV�LQJDGR]iViW�LOOHWL��D]�WpUEHQ�pV�LG EHQ�D]�iWODJpUWpNKH]�NpSHVW�HOKDQ\DJROKDWy��

Az adszorpció folyamán a fázispULQWNH]WHWpV� HO WWL� PROHNXOD� HORV]OiVRNKR]� NpSHVW� HJ\�

rendezettebb állapot alakul ki, a rendszer energetikailag stabilabb állapotba jut, ezért az 

DGV]RUSFLy� PLGLJ� SR]LWtY� K V]tQH]HW �� H[RWHUP�� HQWUySLD� FV|NNHQpVVHO� MiUy� IRO\DPDW�� $�

határfelületi rétegben az egyes molekulafajták koncentrálódása a szilárd és fluid fázis 

molekulái között kialakuló potenciális energiaJ|G|U� PpO\VpJpW O� I�JJ�� +D� D� GLV]perziós 

HU N�iOWDO�YpJ]HWW�PXnka, YDJ\�DPL�H]]HO�HJ\HQpUWpN ,�D]�DGV]RUSFLyV�K  egy adszorptívum 

molekulára jutó átlag értékét 'H-aO� MHO|OM�N�� DNNRU� D� %ROW]PDQQ� WpWHO� V]HULQW� D]� LOOHW �

molekula cs� V U VpJH� D� SRWHnciál minimum környezetében a fázis belsejébHQ�PpUKHW � cf 

V U VpJKH]�NpSHVW�D�N|YHWNH] �|VV]HI�JJpV�V]HULQW�DODNXO� 

 

 kT/

fs ecc ε∆⋅=           gmol/m3. (3) 

 

(� V]HULQW� D]� DGV]RUSFLy� DQQiO� QDJ\REE� PpUWpN , minél nagyobb a szilárd és fluidum 

molekulák közötti kölcsönhatás energiája és minél alaFVRQ\DEE� D� K PpUVpNOHW� Az 

|VV]HI�JJpV�DGRWW�K PpUVpNOHWHQ�OLQHiULV�NDSFVRODWRW�WHUHPW�D�IOXLG�Ii]LV~�NRQFHQWUiFLy�pV�D�

szorbeátum határfelületi koncentrációja között (Henry törvény). Az itt bemutatott kép 
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természetesen egy homogén potenciálteret implikál, amelyben az adszorptívum molekulák 

egymásra gyakorolt kölcsönhatása zérus, ami kis adszorptívum koncentrációk esetén igaz 

is. Ezzel szemben�D]�DGV]RUSFLyV�K �HJ\�PROHNXOiUD�MXWy�iWODJD�D]�LQKRPRJHQLWiVRN�PLDWW�

függ az adszorpciós centrumok foglaltsági viszonyaitól is�� HO V]|U ugyanis az aktívabb 

FHQWUXPRN�WHOtW GQHN�� 

 

A]� DGV]RSFLy� N|YHWNH]WpEHQ� NLDODNXOW� V U VpJ� LQKRPRJHQLWiV� PLDWW� LQGRNROW� D� V U EE�

határfelületi réteget termodinamikailag külön fázisnak tekinteni, noha igen komoly 

nehézségek merülnének fel, ha meg kívánnánk határozni a fázis fizikai kiterjedését. 

7HNLQWHWWHO�D]RQEDQ�D�NRKp]LyV�HU N�NLV�KDWyWiYROViJiUD��DQQ\L�PLQGHQHVHWUH�LJD]��KRJ\�D�

KDWiUIHO�OHWL�UpWHJ�Ii]LVKDWiUD�D�IOXLGXP�IHOp�OHJIHOMHEE�QpKiQ\�PROHNXOD�iWPpU Q\LUH�OHKHW�

a szilárd-fluid�KDWiUIHO�OHWW O� 

 

Tulajdonképpen makroszkopikusan�pU]pNHOKHW �HIIHNWXV�D�V]LOiUG�pV�IOXLG�Ii]LV�N|]|WW�FVDN�

DNNRU�DODNXOKDW�NL��KD�D�V]LOiUG�Ii]LV�PHJIHOHO HQ�QDJ\�IHO�OHWWHO�UHQGHONH]LN�DKKR]��KRJ\�D�

néhány molekula méretre kiterMHG � KDWiUIHO�OHWL� UpWHJ� NDSDFLWiVD� |VV]HPpUKHW � OHJ\HQ� D�

fluid fázis kapacitásával. Az adszorbensek ennek következtében mindig nagy fajlagos 

IHO�OHW �DQ\DJRN��$�QDJ\�IDMODJRV�IHO�OHW�N|YHWNH]KHW�D]�DGV]RUEHQV�LJHQ�ILQRP�NROORLGiOLV�

eloszlásából (korom), de legtöbbször a felület a]� DGV]RUEHQV� EHOV � SyUXVV]HUNH]HWpQHN�

N|YHWNH]PpQ\H��$�IHO�OHW�DNWLYLWiVD��SRWHQFLiO�J|G|U�PpO\VpJH��DODSYHW HQ�D]�DGV]RUEHQV�

JHRPHWULiMiWyO� I�JJ�� +D� D� QDJ\� IDMODJRV� IHO�OHWHW� KHYtWpVVHO� D]� HUHGHWL� V]LOiUG� DQ\DJ� K -

bontásával és a hasadási bomlástermékek eltávolításával (aktív szenek), vagy duzzadt 

JpOE O� D]� ROGyV]HU� HOSiURORJWDWiViYDO� �V]LOLNDJpO�� KR]WiN� OpWUH�� DNNRU� D� YLVV]DPDUDGy�

pórusszerkezet heterogén eloszlású, ami egyben heterogén eloszlású adszorpciós aktivitást 

is jelent. Persze vannak olyan adszorbensek is, amelyeket kristályos anyagok (zeolitok) 

kötött nedvességtartalmának részbeQ� YDJ\� HJpV]EHQ� W|UWpQ � HOWiYROtWiViYDO� iOOtWDQDN� HO ��

Ilyen anyagok esetében a visszamaradó kristályos váz rendezett, így rendezett az 

DGV]RUEHQVW� MHOOHP] � SRWHQFLiOWpU� illetve az adszorpciós aktivitás eloszlása vagy 

mondhatjuk úgy, hogy az adszorpciós centrumok térbeli eloszlása is. 

 

Ami az adszorpció mérését illeti, a fluid fázis mennyiségének, továbbá a fluid fázis eredeti 

és egyensúlyi koncentrációjának ismeretében megállapítható az az adszorptívum 
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PHQQ\LVpJ��DPHO\�D�IOXLG�Ii]LVEyO�KLiQ\]LN��YDJ\�DPL�H]]HO�HJ\HQpUWpN , az a mennyiség, 

amelyet az adszorbens a felületi rétegben magához kötött. Szigorúan véve az adszorpciós 

KDWiUUpWHJEHQ�FVDN�D� IOXLG�Ii]LVKR]�NpSHVW� MHOHQ� OpY � W|EEOHW�DQ\Dgmennyiség az, amelyet 

az� DGKp]LyV� HU N� N|YHWNH]PpQ\HNpSSHQ� D� V]LOiUG� Ii]LVKR]� KR]]iUHQGHOKHW�QN (Gibbs 

hipotézis). 

 

 ( )1eccc kT/

ffs −⋅=− ε∆           gmol/m3 (4) 

 

A fenti összefüggés az adszorptívum többlet koncentrációját adja a felületi rétegben. A 

gond csupán az, hogy nem ismerjük sem a felületi réteg térfogatát, sem a potenciálgödör 

mélységét, ezért könnyebb, ha úgy definiáljuk az adszorbeálódó komponens 

koncentrációját, hogy a fluidumból hiányzó adszorptívum mennyiséget az adszorbens 

PHJIHOHO � H[WHQ]tY� MHOOHP] MpUH� �W|PHJ�� IHO�OHW�� WpUIRJDW�� Sórustérfogat stb.) 

vonatkoztatjuk.  

 

$�IOXLG�Ii]LVUD�YRQDWNR]y�PpUOHJ�DODSMiQ�OHJ\HQ�1�JPRO�D]�P�NJ�W|PHJ �adszorbens által 

megkötött adszorptívum komponens mennyiség és legyen Z az adszorbens m2/kg-ban 

kifejezett fajlagos felülete. Ekkor a w gmol/kg koncentráció egységben kifejezett 

szilárdfázisra vonatkozó és a * gmol/m2-ben kifejezett felületi koncentrációt a 

N|YHWNH] NpSSHQ�V]iUPD]WDWKDWMXN�OH� 

 

 w=N/m          gmol/kg (5) 

 

 A=m�Z                  m2 (6) 

 

 
ω

=
ω⋅

==Γ w

m

N

A

N
          gmol /m2 (7) 

 

Ahol A,� D]�P� W|PHJ � adszorbens felülete. Az így definiált koncentrációk szellemükben 

PHJIHOHOQHN�D]�HO ] �*LEEV�féle definíFLyQDN��KLV]HQ�FVDN�D�IOXLGXPEDQ�pV]OHOKHW �KLiQ\W��

vagy DPL� H]]HO� HJ\HQpUWpN �� D� KDWiUUptegbeli többletet rendelik az adszorbenshez 
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DGV]RUEHiOW�PHQQ\LVpJNpQW��(J\�DGRWW�K PpUVpNOHWHQ�D]�összetartozó egyensúlyi szilárd és 

fluid Ii]LV~�NRQFHQWUiFLyN�DGMiN�D]�LOOHW �NRPSRQHQV�HJ\HQV~O\L�DGV]RUSFLyV�L]RWHUPiMiW� 

 

 

2.1.2. Az adszorpció energetikája 

 

(POtWHWW�N� D]� HO ] HNEHQ�� KRJ\� D]� DGV]RUSFLy� HQWUySLD csökkenéssel járó, pozitív 

K V]tQH]HW � IRO\DPDW�� -HO|OM�N� 4-YDO� D]� P� W|PHJ � DGV]RUEHQVHQ� 1� JPRO� NRPSRQHQV�

DGV]RUSFLyMD� VRUiQ� I|OV]DEDGXOy� K PHQQ\LVpJHW� pV�PRVW� D� IRJDOPDN� WLV]Wi]iVD�pUGHNpEHQ�

csak egyHWOHQ� NRPSRQHQV� DGV]RUSFLyMiW� YL]VJiOMXN�� 1\LOYiQYDOy�� KRJ\� D� 4� K � 1�

Q|YHNHGWpYHO�PRQRWRQ�Q ��9LV]RQW��KD�D�IHOV]DEDGXOy�K W�D]�1�PyOUD�iWODJROMXN, akkor az 

HVHWHN�W|EEVpJpEHQ�HJ\�T��-�JPRO��PRQRWRQ�FV|NNHQ �I�JJYpQ\W�NDSXQN��+D�Tw-val (J/kg) 

D]W� D� K PHQQ\iséget jelöljük, DPHO\� �NJ� W|PHJ � DGV]RUEHQVHQ� Z� JPRO� NRPSRQHQV�

adszorpciója során tehát w gmol/kg koncentráció kialakulásáig izoterm körülmények 

N|]|WW�IHOV]DEDGXO��DNNRU�P�W|PHJ �V]RUEHQV�pV�1�JPRO�DGV]RUSWtYXP�DGV]RUSFLyMD�HVHWpQ�

D�YLV]RQ\RN�D�N|YHWNH] képpen alakulnak 

 

 q=Q/N=(mqw)/(mw)          J/gmol (8) 

 

Így q nyilván a w koncentráció kialakulásáig mólonként átlagosan felszabaduló 

K PHQQ\LVpJHW� MHOHQWL�� pV� PLQW� LO\HQW� LQWHJUiOLV� PROiULV� DGV]RUSFLyV� K QHN� QHYH]LN��

Ténylegesen egy mól adszorpciója során a w koncentrációnál felszabaduló q* differenciális 

PROiULV�DGV]RUSFLyV�K �D� 

 

 
( )
( )q

Q

N

mq

mw

qw

w
q w

q

w
w∗ = = = = +lim lim lim

∆
∆

∆
∆

∆
∆

∂
∂

          J/gmol (9) 

 

kifejezéssel adható meg, mely kifejezés egyben kapcsolatot teremt a szilárd fázis 

telítettsége, a differenciális és integrális moliULV�DGV]RUSFLyV�K N�N|]|WW��$�T* differenciális 

DGV]RUSFLyV�K � WXODMGRQNpSSHQ�D]�DGV]RUEHiOW�PROHNXOiN�Z� WHOtWHWWVpJpQHN�PHJIHOHO �Xs,w 

határréteg- és a fluid fázisbeli uf�GLIIHUHQFLiOLV�PROiULV�EHOV �HQHUJLiMiQDN�N�O|QEVpJHNpQW�

adódik. Ezért 
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 usw=q*+uf                           J/gmol (10) 

 

Hipotetikusan elfogadva, hogy az adszorpciós határrétegben az adszorptívum parciális 

moláris térfogata a w telítettségnél vsw, meghatározhatjuk a határfelületi rétegben az 

adszorptívum parciális moláris entalpiáját 

 

 hsw=usw+pvsw                   J/gmol. (11) 

 

Az adszorpciós moláris entalpiaváltozás egy mól adszorptívum adszorpciója esetén w 

telítettségnél 

 

 'hw=hsw-hf                      J/gmol (12) 

 

Beírva�D�PHJIHOHO �HQWDOSLD�pUWpNHNHW 

 

 'hw =usw+pvsw-uf-pvf      J/gmol (13) 

 

továbbá az� DGV]RUSFLyV� KDWiUUpWHJEHQ� D]� DGV]RUSWtYXP� DGV]RUSFLyV� K MpYHO�NLIHMH]HWW� Xsw 

PROiULV�EHOV �HQHUJLiMiW 

 

 'hw=q*+uf+p(vsw-vf)-uf=q*+p(vsw-vf)      J/gmol (14) 

 

kifejezést kapjuk. Ideális gázok adszorpciója esetén vsw általában elhanyagolható a vf-hez 

képest, ezért 

 

 'hw=q*-pvf=q*-RT                                 J/gmol. (15) 

 

)RO\DGpN�Ii]LVEyO�W|UWpQ �DGV]RUSFLyQiO�YLV]Rnt nincs lényeges különbség a móltérfogatok 

között ezért az entalpiaYiOWR]iV�J\DNRUODWLODJ�D]�DGV]RUSFLyV�K YHO�D]RQRVQDN�WHNLQWKHW � 

 

+DVRQOy� |VV]HI�JJpVHN� YH]HWKHW N� OH� D� SDUFLiOLV� PROiULV szabadenergiára és a 

szabadentalpiára is. 
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 'fw=fsw-ff                                             J/gmol. (16) 

 

 'fw=usw-uf - T(ssw-sf)                            J/gmol. (17) 

 

 'gw=gsw-gf                                            J/gmol. (18) 

 

 'gw='hw - T(ssw-sf)                               J/gmol. (19) 

 

2.1.3. Az adszorpciós egyensúly 

 

Adszorpciós eljárások matematikaL� PRGHOOH]pVpQpO� DODSYHW � IRQWRVViJ~� D]� HJ\pENpQW�

spontán lejátszódó folyamat határhelyzetének, az adszorpciós egyensúlynak az ismerete. 

 

(J\HQV~O\EDQ�D�V]DEDGHQHUJLiQDN�V]pOV �pUWpNH�YDQ, ezért a (16��HJ\HQOHWE O� fsw = ff. Az 

adszorbeált fázis szabadenergLiMiQDN� YiOWR]iVD� NRQVWDQV� K PpUVpNOHWHQ� YLV]RQW� D� NpPLDL�

SRWHQFLiOYiOWR]iVEyO� pV� DEEyO� D� WpQ\E O� WHY GLN� |VV]H�� KRJ\� D]� DGV]RUSWtYXP�PROHNXOiN�

PHJYiOWR]WDWMiN�D�IHO�OHWHQ�OpY �DGV]RUEHQV�PROHNXOiN�HQHUJHWLNDL�iOODSRWiW��DPL�D�IHO�OHWL�

feszültség csökkenését eredményezi. Ez az energiaváltozás a szétterülési munkával is 

NLIHMH]KHW , így 

 

 dfsw� � sw dns –� �G$� (20) 

 

Ugyanakkor a Gibbs-Duhem egyenlet levezetésének analógiájára 

 

 fsw� � sw ns –� �$� (21) 

 

Differenciálva a (21) kifejezést majd levonva (20)-ból  

 

 G sw ns� �G �$� (22) 

 

Egyensúlyban a kémiai potenciálok megegyeznek 
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 sw = f = gf0 + RT�ln p (23) 

 

A µsw kémiai potenciál megváltozása a nyomással 

 

 dp
p

RT
d sw =µ  (24) 

 

Ezt beírva a (22) egyenletbe 

 

 
T

s p
A

p

RT
n 





∂
π∂=  (25) 

 

A (25) egyenlet gyakorlatilag a szilárd és fluid fázisú koncentrációk közötti egyensúlyi 

összefüggés elvi megfogalmazása, a Gibbs egyenlet. Ha a (25) egyenlet mindkét oldalát 

osztjuk a monomolekuláris adszorptívum réteggel borított adszorbens nsm kapacitásával és 

az A/nsm hányadost ϕm-el az ns/nsm hányadost Θ-val jelöljük, akkor a Θ  felületi 

borítottságra vonatkozó Gibbs egyenletet kapjuk, 

 

 
Tm pp

RT






∂
π∂=

ϕ
Θ  (26) 

 

melynek Θ-UD�UHQGH]HWW�DODNMD�D�N|YHWNH]  

 

 
T

m

plnRT 





∂

π∂ϕ=Θ  (27) 

 

A Gibbs féle izoterma a szétterülési nyomáson keresztül összefüggést teremt a  = ns/A 

felületi koncentráció illetve a Θ felületi borítottság és a fluid fázis aktivitása között, vagy 

fordítva az adszorbeált mennyiség a fajlagos felület és a fluid koncentráció vagy aktivitás 

LVPHUHWpEHQ�OHKHW Vpget ad arra, hogy megállapítsuk az adszorptívum határfelületi rétegre 

vonatkozó kétdimenziós állapot egyenletét. 
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Ha a szétterülési nyomás lineárisan változik a nyomással, akkor a (25) egyenlet a Henry 

törvényt eredményezi 

 

 ’K
pp

RT

A

n s =
∂
π∂=  (27) 

 Kc
RT

p’K

A

n s ==  (28) 

 

Az egyenletben a ns/A koncentráció helyett *-t is írhatunk, hiszen a felületi koncentráció 

adott adszorbens esetén arányos az adszorbens tömegére vonatkoztatott adszorptívum 

koncentrációval.  

 

Az adszorbeált réteg π szétterülési nyomása lényegében az adszorptívum 

szabadenergiájának megváltozása a felületváltozás eredményeképpen az alábbiak szerint: 

 

 Fs = Us – TSs (29) 

 

 dFs = dUs – TdSs – SsdT (30) 

 

 dUs = TdSs – PdVs + µsdns – πdA (31) 

 

(29)-t beírva (28)-ba konstDQV�K PpUVpNOHWHQ��WpUIRJDWRQ�pV�IHO�OHWL�ERUtWRWWViJQiO 

 

 
TnV

s

ss
A

F







∂
∂−=π  (32) 

 

A Gibbs izoterma termodinamikailag korrekt, a gyakorlatban azonban számos egyensúlyi 

L]RWHUPD�LVPHUW��PHO\QHN�NRUUHNWVpJH�D�OHYH]HWpVW O�I�JJHWOHQ�O�DQQDN�DODSMiQ�G|QWKHW �HO��

hogy hogyan viselkedik az izoterma a zérus, illetve teljes borítottság közében (Tóth József 

után). Zérus borítottságnál a ∆π/∆p határértéknek, míg teljes borítottságnál az izoterma 

egyenlet alapján számítható szabadenergiának kell véges értéket felvenni. Ha valamelyik 
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feltétel nem telesül az izotermaegyenletet szemi korrektnek, ha egyik sem teljesül 

inkorrektnek nevezzük. 

 

A mérési adatok alapján összetartozó egyensúlyi koncentrációkat, vagyis a w(p) vagy ha a 

fajlagos felület ismert a Γ(p) vagy Θ(p) függvényeket empirikus, félempirikus illetve elvi 

úton származtatott egyenletekkel írhatjuk le. Az egyensúlyi izotermák a tapasztalat szerint 

alakilag öt típusba sorolhatók (lásd 2. ábra). A leíró egyenletek formailag nagymértékben 

függnek attól a koncentráció tartománytól, ahol azok érvényesek. Egy bonyolult 

adszorpciós eljárás matematikai modellezésében a számíthatóság érdekében sokszor igen 

komoly engedményeket teszünk a termodinamikai korrektség rovására��&pOV]HU �D�YL]VJiOW�

NRQFHQWUiFLy� WDUWRPiQ\EDQ� D� PHJIHOHO � SRQWRVViJRW� DGy,� OHKHW � OHJHJ\V]HU EE� L]RWHUPD�

egyenletet alkalmazni.� (ONpS]HOKHW � KRJ\� D]� 9�� WtSXV~� L]RWHUPiYDO� MHOOHPH]KHW �

adszorpciós folyamatot olyan alacsony koncentráció tartományban vezetjük, hogy leírására 

az I. tíSXVQDN�PHJIHOHO �HJ\HQOHW�LV�HOHJHQG �� 

 

 

 

2. ábra. 

A fizikai adszorpciós izotermák típusai. 
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2.2. Adszorpciós P YHOHWHN 

 

$]�DGV]RUSFLyV�P YHOHW során az adszorbenst összehozzuk az adszorptívumot tartalmazó 

fluid fázissal. Az adszorbens, mint azt láttuk, a felületén megköti az adszorptívumot. Az 

adszorbens kimerülése után a fázisokat elkülönítve az adszorptívum a fluid fázistól 

elválasztható.  

 

A modellezés szempontjából, amennyiben a megkötött adszorptívumot az adszorbens 

tömegegységére vonatkoztatjuk, a folyamat úgy is felfogható, hogy az adszorpció során a 

fluid fázisból a fázisok�PDNURV]NRSLNXVDQ�pV]OHOKHW  határfelületén komponens megy át a 

szilárd fázisba. A szilárd fázis rendszerint pórusos struktúrát mutató anyag, ezért a 

EHOVHMpEHQ� OpY � DGV]RUSFLyV� FHQWUXPRN� NHYpVEp� KR]]iIpUKHW ek, mint a felszínhez 

közeliek, így az adszorptívum koncentrációja a szilárd fázisban nem egyenletes. A 

NRQFHQWUiFLy� NLHJ\HQOtWpVpU O� D� GLII~]Ly� JRQGRVNRGLN�� A diffúzió mechanizmusa az 

alkalmazott koncentráció és nyomás viszonytól, illetve az adszorbens fizikai 

WXODMGRQViJDLWyO� I�JJ�� $� SyUXVEDQ� OpY � IOXidum és az adszorbens felületi, Gibbs féle 

határrétege, egyszóval az adszorbens között az egyensúly irányába mutató folyamatok 

játszódnak le, így mind a pórusban, mind az adszorbens határrétegében koncentráció 

gradiens épül ki. A két koncentráció gradiens két fajta diffúziós áramot indít el, melyeket 

az egyensúly elérésére irányuló törekvés köt össze. A Gibbs féle felületi rétegben zajló 

NRPSRQHQVYiQGRUOiVW� PLJUiFLyQDN�� PtJ� D� SyUXVRNEDQ� PHJQ\LOYiQXOy� NLHJ\HQOtW GpVL�

folyamatot molekuláris, vagy ha a nyomásviszonyok olyanok, Knudsen diffúziónak 

nevezzük.  

 

$]�HO ] HNEHQ�EHPXWDWRWW�ILQRPViJ~�IL]LNDL�NpS�ILJ\HOHPEH�YpWHOpUH�D�GLII~]LyV�P YHOHWHN�

számításánál az esetek többségében nincs szükség. A pórusokban és a Gibbs féle rétegben 

OpY �DGV]RUSWtYXPRW� |VV]HYRQYD� HJ\�T� (gmol adszorptívum)/(kg adszorbens), vagy ezzel 

HJ\HQpUWpN � NRQFHQWUiFLyYDO� D]� DGV]RUEHQVhez rendelik hozzá, és az adszorbensben 

lejátszódó diffúziós folyamatokat ha szükséges, egy effektív diffúzióval helyettesítik, 

melynek hajtóereje a szilárd fázisú koncentrációgradiens.  
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$]�DGV]RUSFLyV�P YHOHWHW�PHJYDOyVtWKDWMXN��VW�DODN~�EHUHQGH]pVEHQ��Dutoklávban), ahol az 

DGV]RUEHQV� V]HPFVpNHW� NHYHUpVVHO� OHEHJpVEHQ� WDUWMXN�� YDJ\� RV]ORSV]HU � EHUHQGH]pVEHQ��

melyben az adszorbens nyugvó réteget képez. Üstben a fluid fázis koncentrációja az egész 

EHUHQGH]pVEHQ� D]RQRV�� PtJ� RV]ORSEDQ� D� IOXLG� Ii]LVW� iWV] ULN� Dz adszorbens rétegen, így 

annak koncentrációja pontról pontra változik. 

 

 

2.2.1. Adszorpció üstben 

 

hVWEHQ�DGV]RUSFLyW�DODSYHW HQ�KiURP�IpOH�NpSHQ�YDOyVtWKDWQDN�PHJ� 

 

1. Derítés 

 

A tökéletesen kevert üstbe bejuttatják a friss adszorbenst, majd az egyensúlyi állapot 

megközelítése után a fázisokat elválasztják egymástól. Ebben az esetben minden egyes 

DGV]RUEHQV� UpV]HFVNH� D]RQRV�� GH� LG EHQ� YiOWR]y� NRQFHQWUiFLyM~� Ji]� YDJ\� IRO\DGpN�

koncentrációjú fluidummal van körülvéve. A véges kapacitású homogén koncentrációjú 

fluid fázisból átadódott adszorptívum diffúzióval hatol az ugyancsak véges kapacitású 

adszorbens fázisba. A folyamatot az alábbi differenciálegyenlet rendszerrel jellemezhetjük. 

 

 ( )t,R
r

q
DR4

dt

dc
V eff

2

∂
∂π−=  (33) 
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Ahol q a szilárd fázisú koncentráció gmol/m3-ben, V a fluid fázis térfogata m3-ben, c az 

adszorptívum koncentrációja gmol/m3-EHQ��5�D]�DGV]RUEHQV�UpV]HFVNH�iWPpU MH�P-ben, Deff 

a diffúziós állandó m2/h-EDQ�� W� D]� LG �� U� SHGLJ� D� KHO\� NRRUGLQiWD�� $]� HJ\HQOHWKH]� D�

N|YHWNH] �SHUHP�pV�NH]GHWL�IHOWpWHOHN�WDUWR]QDN� 
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 ( ) ( ) 00 c0cq0,rq ==  (36) 

 

Ahol q0 az adszorbens, c0 a fluid fázis eredeti adszorptívum tartalma, q = f[c] az 

adszorpcióV� IRO\DPDWUD� MHOOHP] � DGV]RUSFLyV� HJ\HQV~O\W� OHtUy� HJ\HQOHW�� $]� LWW� I|OtUW�

HJ\HQOHWUHQGV]HU� OpQ\HJpEHQ� D� EHOV � GLII~]LyYDO� NRQWUROiOW� DGV]RUSFLyV� P YHOHW� OHtUy�

egyenlet reQGV]HUH�� DKRO� D� EHOV � GLII~]Ly� SyUXV� GLII~]Ly�� YDJ\� IHO�OHWL� PLJUiFLy�

N|YHWNH]PpQ\H�� pV� D� SyUXVRNEDQ� OpY � IOXLGXP� pV� XJ\DQRWW� D� V]LOiUG� Ii]LV� NYi]L�

egyensúlyban van egymással. 

 

/LQHiULV� DGV]RUSFLyV� L]RWHUPD� HJ\HQOHW� HVHWpQ�� YDJ\� DPL� H]]HO� HJ\HQpUWpN � D� NLV 

koncentrációk tartományában ismeretes ezen egyenletrendszer analitikus megoldása is, mi-

V]HULQW�D�IOXLG�Ii]LV~�F�W��NRQFHQWUiFLy�LG EHOL�YiOWR]iVD�D�N|YHWNH] � 

 

 ( ) ( )
( )∑

∞

=

ω−

+α+ωα
−α+

π+
π+=

1i
22

i
2

tD
003

0
3

0

K9K9R

1
eqKc6

KR4V3

qR4Vc3
tc

2
ieff  (37) 

 

Itt α a szilárd és fluid fázis térfogataránya, ωiR a (39) egyenOHW�PHJIHOHO �J\|NH��.�SHGLJ�D�

q = Kc izoterma egyenlet meredeksége. 

 

 
V3

R4 3π=α  (38) 
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A (37) egyenlet analízisével megállapítható, hogy egy derítési folyamathoz mennyi 

DGV]RUEHQVUH��pV�PHQQ\L�LG UH�YDQ�V]�NVpJ� 

 

2. Adszorbens preparálás, vagy regenerálás 

 

Ha egy q0 kezdeti koncentrációjú adszorbenst egy nagy térfogatú üstben folyamatosan c0 

koncentrációjú fluidummal hozunk össze, akkor az adszorbens részecskék fokozatosan a c0 
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NRQFHQWUiFLyQDN�PHJIHOHO �HJ\HQV~O\i koncentrációra állnak be. Az adszorbens belsejében 

D]� DGV]RUSWtYXP� PR]JiVD� D]� HO ] HNKH]� KDVRQOyDQ� GLII~]LyV� PHFKDQL]PXVVDO� ]DMOLN�� D�

IOXLGXP� NRQFHQWUiFLyMD� D]RQEDQ� QHPFVDN� D� KHO\� V]HULQW�� KDQHP� LG EHQ� LV� J\DNRUODWLODJ�

iOODQGy�� $� IRO\DPDW� LG EHOLVpJpW� D� EHOV � GLII~]LyV� JiWOiV� V]DEMD� PHJ�� $� WHOtWpVL� YDJ\�

UHJHQHUiOiVL�IRO\DPDWRW�OHtUy�GLIIHUHQFLiOHJ\HQOHW�D�N|YHWNH] � 
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Az egyenlethez az alábbi perem és kezdeti feltételek tartoznak 
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 ( ) 0q0,rq =  (42) 

 

$�P YHOHWHW�OHtUy�GLIIHUHQFLiOHJ\HQOHW�PHJROGiVD�D]�DGV]RUEHQV� q  átlagkoncentrációjára a 

N|YHWNH] NpSHQ�DODNXO� 
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$]�HJ\HQOHW�DQDOt]LVpYHO�PHJiOODStWKDWMXN�D�WHOtWpVL�YDJ\�NLPRViVL�P YHOHW�LG V]�NVpJOHWpW� 

 

 

3. Teljesen kevert tank, folyamatos üzem 

 

Ez esetben egy V m3 térfogatú teljesen kevert üstbe B m3/h térfogatárammal folyamatosan 

viszik be a c0 gmol/m3 adszorptívum koncentrációjú fluidumot és S m3/h térfogatárammal 

a q0 gmol/m3 adszorptívum koncentrációjú adszorbenst. A V térfogatú üstön átáramló B+S 

WpUIRJDWiUDP�HOHPHLQHN�WDUWy]NRGiVL�LG �V U VpJI�JJYpQ\H� 
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Stacionárius állapotban, az üstben cst� NRQFHQWUiFLy� DODNXO� NL�� $� NLOpS � iUDPEDQ� OpY �

adszorbens szemcsék közül S⋅g(t) GW�WpUIRJDW�NRUD�HVLN�D��W�W�GW��LG LQWHUYDOOXPED��$�W�NRU~�

V]HPFVpN�iWODJNRQFHQWUiFLyMD�EHOV �GLII~]LyV�JiWOiV�HVHWpQ 
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(]� D� NRQFHQWUiFLy� D� NLOpS � DGV]RUEHQV� iUDPEDQ� J�W�⋅GW� V~OO\DO� YDQ� MHOHQ��$� NLOpS � iram 

valamennyi korú térfogatelemét összegezve az S-re átlagolt koncentráció 
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Ezen átlagkoncentrációval számolva a tartály komponensmérlege 
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Ahol f(cst�� D�PHJIHOHO � L]RWHUPD� HJ\HQOHW�� $� ����� HJ\HQOHW� DODSMiQ�PHJiOODStWKDWy�� KRJ\�

DGRWW�WDUWiO\�WpUIRJDWEDQ�PLO\HQ�IOXLGXP�NRQFHQWUiFLy�pUKHW �HO� 
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2.2.2. Adszorpció oszlopban 

 

Egy adszorbenssel töltött oszlopon átvezetve egy adszorptívumot is tartalmazó fluidumot a 

belépés pillanatától a kilépésig komponens csere játszódik le a szilárdfázisú adszorbens és 

a fluidum között. Több adszorptívum komponens esetén a kialakuló koncentrációmenetek 

D� NRPSRQHQVHN� DGV]RUSFLyV� L]RWHUPiLWyO�� D� EHOpS � iUDP� NRQFHQWUiFLyMiQDN� LG EHOL�

DODNXOiViWyO� pV� D� NRPSRQHQV� FVHUH� VHEHVVpJpW� EHIRO\iVROy� WpQ\H] NW O� I�JJQHN�� (J\�

oszlopban lejátszódó folyamatok precíz leírásában el kell számolni a fluid fázisú 

koncentrációváltozásokkal, az adszorbens részecskék makro pórusaiban lezajló transzport 

folyamatokkal és az adszorbensen halmozódó komponens mennyiségekkel. Ezen 

PHQQ\LVpJHN� YiOWR]iVDLW� D� N|YHWNH] � GLIIHUHQFLiOHJ\HQOHWHN� VHJtWVpJpYHO� IRJDOPD]KDWMXN�

meg. 

 

1. A fluid fázis c koncentrációjának változása a z hossz koordináta mentén az alábbi 

diIIHUHQFLiOHJ\HQOHWWHO�MHOOHPH]KHW � 
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 (50) 

 

ahol Nf� D]� 5� VXJDU~�� J|PEQHN� WHNLQWHWW� DGV]RUEHQV� UpV]HFVNH� IHOV]tQpQ� pV]OHOKHW �

iWDGiVL� NRPSRQHQV� iUDPV U VpJ�� 'f a fluid fázisbeli axiális diffúziós állandó, v a 

fluidum áramlási sebessége, ε pedig az ágy üres-térfogati hányadosa. A vc komponens 

iUDPV U VpJ�NLIHMH]pVW� D]pUW� NHOO� HJ\�WW�NH]HOQL��PHUW� Ji]Ii]LVEyO� W|UWpQ �DGV]RUSFLy�

esetén, az adszorpciós zónában az adszorbeálódó komponensek a gáz áramlási 

sebességének megváltozását eredményezik. Gáz adszorpció esetén, ha szükséges, a 

változó v kezelésére Schay G. munkássága nyomán külön megfontolásokat kell tenni. 

 

 Nf = β [c – cp(R)] (51) 

 

2. A makro pórusok cp adszorptívum koncentrációjára az alábbi differenciálegyenletet 

lehet felírni, 
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ahol Deff�D�SyUXVRNEDQ�pV]OHOKHW �GLII~]Ly�GLII~]LyV�NRHIILFLHQVH��pV�εp az adszorbens 

UpV]HFVNH�EHOV �SRUR]LWiVD� 

 

3. Az adszorbensre vonatkozó komponens mérleg 
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q
qcfN pppp ∂

∂=−βω=  . (53) 

 

Az egyenletben q az adszorptívum koncentrációja az adszorbensen, βp a 

NRPSRQHQViWDGiVL�WpQ\H] ��ωp�D]�DGV]RUEHQV�EHOV �IDMODJRV�IHO�OHWH� 

 

3HUV]H�QHP�PLQGLJ�V]�NVpJHV� LO\HQ�UpV]OHWHNEH�PHQ �PRGHOO� IHOiOOtWiVD��+D�D]�HJ\HQV~O\�

irányába mutató folyamatok elég gyorsak, akkor a fluid és adszorbens fázis közötti 

egyensúly feltételezésével mindössze egy differenciálegyenlet is elég a folyamat 

MHOOHP]pVpUH��pV�H]�D�N|YHWNH] � 
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A q adszorptívum koncentráció ez esetben mindig q = f(c) egyensúlyban van a c fluid 

fázisú koncentrációval. 

 

+D� MHOHQW V� NLQHWLNDL� JiWOiV� OpS� IHO� D� NRPSRQHQViWPHQHWWHO� V]HPEHQ�� DNNRU� HJ\�

HJ\V]HU VtWHWW�NpWIi]LV~�PRGHOO�NLpStWpVH�D�FpOV]HU ��(]�OpQ\HJpEHQ�HJ\�IOXLG�Ii]LVUD�pV�HJ\�

D]� DGV]RUEHQV� Ii]LVUD� YRQDWNR]y� PpUOHJHJ\HQOHWE O� iOO� |VV]H�� $� NpW� HJyenlet közötti 

kapcsolatot a fázisok közötti komponensátmenet biztosítja.  
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∂=−β  (56) 

 

Az egyenletben q  az adszorbens átlagkoncentrációját jelöli, f(c) ismét az adszorpciós 

egyensúlyt leíró függvény. 

 

+RJ\�PLNRU�PHO\LN�PRGHOO�KDV]QiODWD�D�FpOV]HU ��D�UpV]IRO\DPDWRN�VHEHVVpJpQHN�YLV]RQ\D��

illetve a számítással szemben támasztott pontossági követelmények döntik el. 

 

2V]ORSEDQ�YH]HWHWW�DGV]RUSFLyQiO�DODSYHW HQ�NpW�HVHWHW�N�O|QE|]WHW�QN�PHJ��$]�HJ\LN��D]�

analitikai céllal vezetett adszorpció (kromatográfia), amikor az adszorbenssel töltött 

oszlopon egy inert fluidum áramot vezetünk át, és ebbe injektáljuk be az adszorptívumokat 

tartalmazó fluidum mintát. Az oszlop ilyenkor szeparálja az adszorptívum komponenseket 

HJ\PiVWyO��H]pUW�D]�RV]ORS�NLPHQHWpQ�PpUYH�D�NLOpS �IOXLGXP�DGV]RUSWtYXP�NRQFHQWUiFLyLW�

az eredeti minta összetétele meghatározható. A másik esetben tisztítási vagy szeparálási 

FpOODO�DGMXN�I|O�D]�DGV]RUSFLyV�RV]ORSUD�D]�LSDUL�PHQQ\LVpJ �IRO\DGpN�YDJy gáz elegyet és 

addig használjuk az adszorbert, amíg az ki nem merül. 

 

 

1. Kromatográfia 

 

A kromatográfia analitikai célokat szolgáló adszorpciós eljárás. Kivitelét tekintve 

EHV]pOKHW�QN�IURQWiOLV�YDJ\�HO KtYy��HO~FLyV�pV�NLV]RUtWiVRV�NURPDWRJUiILiUyO�� 

 

A frontális kromatográfiánál a kísérlet megkezdésekor a kromatográfiás oszlopon az 

DQDOt]LV� V]HPSRQWMiEyO�N|]|PE|V�Ji]�iUDPOLN�iW��0HJKDWiUR]RWW� LG SLOODQDWEDQ�iWYiOWXQN�

egy másik, ugyancsak állandó gázáramra, amely a vizsgált gázelegyet tartalmazza, 

mégpedig kisebb nagyobb mértékben hígítva a közömbös gázzal, amely a továbbiakban a 

YLY Ji]� V]HUHSpW� W|OWL� EH�� $]� DGV]RUSFLy� PLDWW� D]� HJ\HV� NRPSRQHQVHN� N�O|QE|] �
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sebességgel haladnak az oszlopban, ezért az oszlopból távozó gázt elemezve a vizsgált 

gázelegy koncentrációi fokozatosan meghatározhatók. 

 

$�NLV]RUtWiVRV�NURPDWRJUiILiEDQ�D]�RV]ORSRQ�iWiUDPOy�YLY Ji]ED�GXJyV]HU HQ�EHDGMiN�D]�

HOHPH]QL� NtYiQW� PLQWiW�� PDMG� D� YLY Ji]W� RO\DQ� NRPSRQHQVVHO� G~VtWMiN�� PHO\� D� PLQWD�

YDODPHQQ\L�|VV]HWHY MpQpO�MREEDQ�DGV]RUEHiOyGLN��$�YLY Ji]EDQ�OpY �OHV]RUtWy�NRPSRQHQV�

IHOW|OWL� D]� DGV]RUSFLyV� NDSDFLWiVW�� OHV]RUtWMD� D� PLQWDNRPSRQHQVHNHW� D]� DGV]RUEHQVU O�� $�

PLQWDNRPSRQHQVHN�OpSFV V�NRQFHQWUiFLy�I�JJYpQ\�V]HULQW�KDJ\MiN�HO�D]�RV]ORSRW� 

 

Az analitikai alkalmazások zömét az elúciós kromatográfia teszi ki. Ebben az eljárásban is 

HO V]|U� N|]|PE|V� YLY Ji]� iUDPOLN� iW� D]� RV]ORSRQ�� GH� DGRWW� LG SLOODQDWEDQ� D� YL]VJiOW�

Ji]HOHJ\� FVDN� HJ\� NLV� PLQWiMiW� ERFViWMXN� EH� D]� RV]ORSED�� pV� D� WLV]WD� YLY Ji]� PHJ� QHP�

szakított árama ezt a mintát öblíti tovább az oszlop mentén. A kis mintamennyiség miatt 

még gázfázisú adszorpció esetén sem kell sebességváltozással számolni. Ugyanakkor a 

minta felhígulása miatti kis koncentrációk következtében, a szilárd és gáz fázis közötti 

egyensúlyi viszonyok lineáris adszorpcióV�L]RWHUPiYDO�LV�NLHOpJtW �SRQWRVViJJDO�tUKDWyN�OH�� 

 

+D� D]� RV]ORSEyO� D� ]�  � /� KHO\HQ� NLOpS � Ji]� F�/�W�� DGV]RUSWtYXP� NRQFHQWUiFLyMiW� Fki-vel 

jelöljük, akkor a függvény analízisét a függvény momentumainak elemzésével is 

elvégezhetjük. A függvény n-edik momentuma definíció szerint 
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Az n-edik abszolút momentum 
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Az n-edik centrális momentum 
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 (59) 

 

Ezeket a momentumokat a cki függvény Laplace transzformáltjából közvetlenül is el �OHKHW�

iOOtWDQL�� $]� ����� ���� ���� HJ\HQOHWHN� LG � V]HULQWL� /DSODFH� WUDQV]IRUPiOWMDL� N|]|QVpJHV�

GLIIHUHQFLiO�HJ\HQOHWHNNp�GHJUDGiOyGQDN��PHO\HN�D]�HO ] HNEHQ�Yi]ROW�HJ\V]HU VtWpVHNNHO�

(v = konstans q = Kc) Dirac δ�W��JHUMHV]W �I�JJYpQ\�PHOOHWW�–�V W�QpJ\V]|J hullám bemenet 

esetén is – megoldhatók. A L[c(L)] ismeretében egyetlen adszorptívum esetén a 

QpJ\V]|JKXOOiP�EHPHQHWUH�DGRWW�YiODV]I�JJYpQ\�HOV �PRPHQWXPD� 
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Ahol K az egyensúlyi izoterma kezdeti meredeksége, τ pedig a beadott négyszög hullám 

KRVV]D��$�YiODV]�I�JJYpQ\�PiVRGLN�FHQWUiOLV�PRPHQWXPD�D�N|YHWNH] � 
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Ahol 
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Egy nem aGV]RUEHiOyGy�NRPSRQHQV�HVHWpQ�D]�HOV �PRPHQWXP 
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$�NpW�HOV UHQG �PRPHQWXP�N�O|QEVpJH 

 

 K
1

v

L
1 ε

ε−=µ∆ . (67) 

 

/iWKDWy�� KRJ\� D]� HOV � DEV]RO~W� PRPHQWXPRN� N�O|QEVpJH� FVXSiQ� D]� DGV]RUSFLyV�

izotermaegyenlet induló meredekséJpW O��D]�RV]ORSKRVV]WyO��D]�iUDPOiVL�VHEHVVpJW O�pV�D]�

DGV]RUEHQV� iJ\� SRUR]LWiV� DGDWDLWyO� I�JJ�� YDJ\LV� D� P N|GpVL� SDUDPpWHUHN� pV� D]� RV]ORS�

adatok ismeretében a kromatográfia nemcsak a mennyiségi viszonyok, hanem az 

adszorpciós tulajdonságok meghatározására is alkalmas.  

 

$� PiVRGLN� FHQWUiOLV� PRPHQWXP� HOHP]pVpYHO� OHKHW VpJ� Q\tOLN� D]� DGV]RUSFLyV� KXOOiP�

V]pWWHU�OpVppUW�IHOHO V�KDWiVRN�NLpUWpNHOpVpUH� 

 

 

2. Ipari adszorpciós eljárások 

 

Adszorberrel töltött oszlopokat az iparban vagy néhány komponenst összemérhet �

koncentrációban tartalmazó elegyek elválasztására, vagy sok komponenst kis 

koncentrációban tartalmazó elegyek feldolgozására használnak. A folyamatot leíró 

egyenletek lényegében azonosak a kromatográfiánál bemutatott egyenletekkel, azzal a 

különbséggel, KRJ\�D]�RV]ORS�EHPHQHWpQ�PHJMHOHQ �MHO�QHP�'LUDF�LPSXO]XV�YDJ\�QpJ\V]|J�

KXOOiP��KDQHP�HJ\�OpSFV �I�JJYpQ\��$]�RV]ORSEDQ�D�NRQFHQWUiFLy�HJ\HWOHQ�DGV]RUSWtYXP�

HVHWpQ�D�EHOpS �NRQFHQWUiFLyWyO�D�NLOpS �NRQFHQWUiFLyLJ�IRNR]DWRVDQ�FV|NNHQ��$�NLDODNXOy�
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koncentráció profilt koncentráció frontnak nevezzük. A koncentráció front alakja 

HOV VRUEDQ� D]� DGV]RUSFLyV� L]RWHUPD� DODNMiWyO� I�JJ�� $� NLPHQHWHQ� PHJMHOHQ � YiODV]�

függvényt áttörési görbének nevezzük. Lineáris izoterma egyenlet és egyetlen komponens 

adszorpciója esetéQ�D]��������������HJ\HQOHWHN�OpSFV �I�JJYpQ\�EHPHQHWL�NRQFHQWUiFLyYDO�

PHJROGKDWyN��1DJ\�NRQFHQWUiFLyYDO�MHOHQOpY �NRPSRQHQV�DGV]RUSFLyV�L]RWHUPiMD�D]RQEDQ�

szinte biztos, hogy nem írható le a Henry törvény segítségével, ezért az említett egyenletek 

analitikus megoldása szinte reménytelenné válik. Az adszorpciós front alakjáról és annak 

KDODGiVL� VHEHVVpJpU O� D]RQEDQ� QpKiQ\� HJ\V]HU VtW � IHOWpWHOH]pV� XWiQ� PpJLV� PRQGKDWXQN�

valamit.  

 

7HJ\�N�IHO�HO V]|U�LV��KRJ\�D�IOXLG�Ii]LV�NDSDFLWiVD�HOHQ\pV] �D�V]LOiUG�Ii]LV�kapacitásához 

NpSHVW�� YDJ\� D]W�� KRJ\� D� IOXLG� Ii]LV� PLQGHQ� LG SLOODQDWEDQ� HJ\HQV~O\EDQ� YDQ� D]�

adszorbenssel, továbbá azt is, hogy az axiális diffúzió a konvektív áramhoz képest 

elhanyagolható. Ez esetben, az oszlopban lejátszódó folyamat az alábbi parciális 

GLIIHUHQFLiOHJ\HQOHWWHO�MHOOHPH]KHW � 

 

 ( ) 0
t

q
1

z

c
v =

∂
∂ε−+

∂
∂

 (68) 

 

Egy konstans c koncentrációjú hely u utazási sebessége az oszlopban ilyenkor 

 

 
KonstcKonstc qd

dc

1

v

dt

dz
u

== ε−
==  (69) 

 

A q-t és c-t az átviteli folyamatok sebessége és az egyensúlyi összefüggés köti össze. 

(J\HQV~O\L�DGV]RUSFLy�HVHWpQ�T� �I�F���.HGYH] �DGV]RUSFLyV�L]RWHUPiYDO��SpOGiXO�/DQJPXLU�

L]RWHUPiYDO�UHQGHONH] �UHQGV]HU�HVHWpQ�D]�L]RWHUPD�DODNMD�NRQNiY��tJ\�PHQQpO�QDJ\REE�D�

koncentráció, annál kisebb az izoterma dq/dc meredeksége. Ezt a tényt beépítve a (69) 

egyenletbe, a nagyobb koncentrációjú helyek utazási sebessége az oszlopban nagyobb, mint 

a kis koncentrációjú helyeké. Ez a jelenség az adszorpciós front élesedését, illetve a 

OpSFV I�JJYpQ\� DODNMiQDN� PHJPDUDGiViW� MHOHQWHQp�� 8J\DQDNNRU� D� Giffúzió és a fázisok 

közötti komponensátmenettel szemben tanúsított ellenállások a koncentráció szétterülését 
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eredményezik. A két ellentétes folyamat eredményeként konstans alakú adszorpciós front 

alakul ki, melynek minden pontja, ha egyszer a front már kialakult, állandó sebességgel 

mozog. 

 

7|EENRPSRQHQV �DGV]RUSFLy�HVHWpQ�D]�iWW|UpVL�J|UEH�YLVHONHGpVH�ERQ\ROXOWDEE��PLQW�DPLW�

egyetlen adszorptívum jelenlétében tapasztaltunk. Ha két vagy több komponens 

HOYiODV]WiVD�D�FpO��DNNRU�D�OHKHW �OHJSUHFt]HEEHQ�NHOO�OHtUQL�D�NRPSRQHQVHN�YLVHONHGpVpW�D]�

RV]ORSEDQ�� +D� YLV]RQW� VRNNRPSRQHQV � LVPHUHWOHQ� V]HQQ\H]pVW� WDUWDOPD]y� IOXLGXP�

tisztítása a cél, akkor az oszlop globális viselkedésének a megjóslása a feladat. 
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3. ábra 

$�NRQFHQWUiFLy�IURQWRN�IHMO GpVH�NpW 

komponens adszorpciója esetén. 

 

 

9L]VJiOMXN�HO V]|U� D]W� D]�HVHWHW�� DPLNRU�HJ\�IOXLG� Ii]LV�NpW� IDMWD�DGV]RUEWtYXP�PROHNXOiW�

WDUWDOPD]��$�J\HQJpEEHQ�N|W G ����NRPSRQHQV�HOHYH�J\RUVabban utazik végig az oszlopon, 
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PLQW� D� PiVLN�� tJ\� IURQWMD� PHJHO ]L� D� MREEDQ� N|W G � ��� NRPSRQHQV� IURQWMiW�� $� NpV EE�

pUNH] ��GH�HU VHEEHQ�N|W G �NRPSRQHQV�YLV]RQW�OHV]RUtWMD�D]�DGV]RUEHQVU O�D�J\HQJpEEHQ�

N|W G W�� tJ\� DQQDN� NRQFHQWUiFLyMD� D� IOXLG� Ii]LVEDQ� PHJQ �� $� NRQFHQWUiFLy� SURILORN�

IHMO GpVpW�D����iEUiQ�N|YHWKHWM�N�Q\RPRQ��.LIHMOHWW�DGV]RUSFLyV�IURQW�HVHWpQ�D]�RV]ORSEDQ�

négy zónát különböztetünk meg. Az I. zónában a fluid fázis koncentrációja megegyezik a 

IOXLGXP�EHOpS �NRQFHQWUiFLyMiYDO��D�V]LOiUG�Ii]LV�Welített a két komponensre nézve ezért az 

adszorbens koncentrációkat az egyensúlyi összefüggés határozza meg. Mivel az adszorbens 

D����NRPSRQHQVE O�W|EEHW�N|W�PHJ��D]����NRPSRQHQV�D�IOXLG�Ii]LVEDQ�UHODWtY�W~OV~O\ED�MXW��

pV� HO UH� VLHW� D� ��� NRPSRQHQVKH]� NpSHVW�� $]� HO UH� VLHW � ��� NRPSRQHQVE O� PHJN|W|WW�

PHQQ\LVpJE O� D� ��� NRPSRQHQV� HJ\� UpV]W� YLVV]DV]RUtW� D� IOXLG� Ii]LVED�� PLiOWDO� DQQDN�

koncentrációja a II. zónában tovább növekszik. A III. zónában már csak a gyengébben 

N|W G �NRPSRQHQV�MXW�HO��PHO\QHN�DGV]RUSFLyV�Irontja a IV. zónában cseng le. 

 

(J\HQV~O\L� PRGHOO� DODSMiQ� PHJEHFV�OKHW � D]� D]� RV]ORS� KRVV]�� DPHO\EHQ� D� J\HQJpEEHQ�

N|W G �NRPSRQHQV�YLV]RQ\ODJ�WLV]WiQ�IRUGXO�HO ��7HJ\�N�IHO��KRJ\�D]�HJ\HQV~O\�MyO�OHtUKDWy�

a Markham-Benton egyenlettel. Ekkor 

 

 
202101

1011
10 cKcK1

cKq
q

++
= ∞  (70) 

 

 
202101

2022
20 cKcK1

cKq
q

++
= ∞  . (71) 

 

Az oszlop elején a c10 ás c20 betáplálási koncentrációk q10 és q20 adszorbens-

koncentrációkat alakítanak ki, míg az oszlop azon részében, ahol gyakorlatilag csak 

NHYpVEp� N|W G � NRPSRQHQV� YDQ�� F1e illetve q1e� NRQFHQWUiFLyN� ILJ\HOKHW N� PHJ�� $�

helyettesítési zónában adott dV térfogatú adszorbensen megkötött 2. komponens magával 

HJ\HQpUWpN ����NRPSRQHQVW�V]DEDGtW�IHO� 

 

 dV⋅q20 = dV⋅(q1e – q10) (72) 

 

Ugyanakkor, ez dτ�LG �DODWW�D�IOXLG�Ii]LVEDQ�HJ\�NRQFHQWUiFLyYiltozást hoz létre. 
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 dV⋅q20 = B⋅dτ⋅c20 (73) 

 

 dV⋅(q1e – q10) = B⋅dτ⋅(c1e – c10) (74) 

 

2V]WYD�HJ\PiVVDO�H�NpW�HJ\HQOHWHW�D�N|YHWNH] �|VV]HI�JJpVKH]�MXWXQN� 

 

 
10e1

10e1

20

20

cc

qq

c

q

−
−=  (75) 

 

Ha figyelembe vesszük a c1e és q1e között fennálló egyensúlyi összefüggést, 

 

 
e11

e111
e1 cK1

cKq
q

+
= ∞  (76) 

 

akkor a két ismeretlen c1e, q1e koncentráció meghatározására két egyenlet (75,76) áll 

rendelkezésre. A koncentrációk ismeretében az oszlop adott szegmenseinek hossza a 

NRPSRQHQV� PpUOHJHNE O� KDWiUR]KDWy� PHJ�� $]� RV]ORSEDQ� OpY � IOXLG� Ii]LV� NDSDFLWiViQDN�

elhanyagolásával τ�P N|GpVL�LG �XWiQ�D�NRPSRQHQVPpUOHJHN 

 

 B⋅τ⋅c20 = L1⋅A⋅(1–ε)⋅q20 , (77) 

 

 B⋅τ⋅c10 = L1⋅A⋅(1–ε)⋅q10 + L2⋅A⋅(1–ε)⋅q1e . (78) 

 

Itt L2 az 1. komponenssel kitöltött oszlop hossz, L1 annak az oszloprésznek a hossza, 

melyben mindkét komponens az eredeti koncentrációjával van egyensúlyban az 

adszorbenssel. ε� D]� DGV]RUEHQV� iJ\� �UHV� WpUIRJDWL� WpQ\H] MH�� Ä$´� SHGLJ� D]� RV]ORS�

keresztmetszet. Ha τ1-HO�MHO|O|P�D]W�D]�LG W��DPLNRU�D�NpW�/1, L2 szegmens hossza eléri az L 

oszlophosszt, és τ2-vel amikor L1 kibújik az oszlopból, akkor τ1 és τ2�N|]|WWL�LG EHQ�WLV]WD�

���NRPSRQHQVW�J\ MWKHW�QN�D]�RV]ORS�NLPHQHWpQ� 
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+D� VRNNRPSRQHQV � DGV]RUEHiOKDWy� NRPSRQHQVVHO� V]HQQ\H]HWW� IOXLGXP� WLV]WtWiVD� D� FpO��

akkor a totálszennyezésre vonatko]y� iWW|UpVL� LG � PHJiOODStWiVD� D� IHODGDW�� /pQ\HJpEHQ�

NLV]RUtWiVRV�NURPDWRJUiILD�]DMOLN��$]�HU VHEEHQ�N|W G �NRPSRQHQVHN�PDJXN�HO WW�WROMiN�D�

J\HQJpEEHQ�N|W G �NRPSRQHQVHNHW��$]�iWW|UpVL�LG W�D�OHJJ\HQJpEEHQ�N|W G �NRPSRQHQV�

PpJ�HOYLVHOKHW �NLOpS �NRQFHQWUiFLyMD�KDWiUR]]D�PHJ��$�OHJJ\HQJpEEHQ�N|W G �NRPSRQHQV�

iWW|UpVL�NRQFHQWUiFLyMiQDN�XWD]iVL�VHEHVVpJpE O�KDWiUR]KDWy�PHJ�D]�RV]ORS�P N|GpVL�LGHMH��

+D�EiUPHO\�NRPSRQHQV�QDJ\REE�VHEHVVpJJHO�XWD]LN��PLQW�D�OHJJ\HQJpEEHQ�N|W G ��DNNRU�

annak a sebessége lesz a meghDWiUR]y�D�J\HQJpEEHQ�N|W G �NRPSRQHQVHN�XWD]iViEDQ� 

 

7HUPpV]HWHVHQ� OpWH]QHN� PiV� HOYHQ� P N|G � DGV]RUSFLyV� HOMiUiVRN� LV�� PLQW� SpOGiXO� D�

Q\RPiVOHQJHWpVHV� DGV]RUSFLy�� DPHO\� GLQDPLNXVDQ� IHOW|OW|WW� pV� OH�UtWHWW� DGV]RUEHUHNE O�

NLOpS � Ji]iUDP� NRQFHQWUiFLyYiOWR]iVin alapul. Komponenseket szét lehet választani az 

DGV]RUSFLyV� NLQHWLNiEDQ� PXWDWNR]y� N�O|QEVpJHN� DODSMiQ� LV�� 0ROHNXODV]LWDNpQW� P N|G �

DGV]RUEHQVHNNHO�IOXLGXPRN�ILQRP�WLV]WtWiVD�LV�OHKHW Yp�YiOLN��0L�H]HQ�HOMiUiVRNDW�LWW�D]pUW�

nem ismertetjük, mert a bemutatni kívánt matematikai apparátusról csupán azt szeretnénk 

PHJPXWDWQL��KRJ\�DONDOPDV�D]�DGV]RUSFLyV�P YHOHWHN�PRGHOOH]pVpUH��pV�|VV]HKDVRQOtWiVUD�

az eddig bemutatott eljárások ismerete is elégséges. 

 

 

2.3. A Markov folyamatok elmélete 

 

Foglalkozzunk most egy kicsit� D� PDWHPDWLNDL� DSSDUiWXVVDO�� $]� DGV]RUSFLyV� P YHOHWHN�

matematikai leírása szinte mindig determinisztikus modellekkel történik. Mi az adszorpciót 

egy véletlen folyamatnak fogjuk fel. Matematikai szempontból egy véletlen sztochasztikus 

folyamatban valamely ξ� YiOWR]y� D]� LG � I�JJYpQ\H�� pV� D� I�JJHWOHQ� YiOWR]y�PLQGHQ� V]yED�

M|KHW �pUWpNpUH�D]�ξ(t)-QHN�N�O|QE|] �OHKHWVpJHV�pUWpNHL�YDQQDN��$�V]WRFKDV]WLNXV�IRO\DPDW�

minden realizációja egy x(t) mintafüggvényt eredményez, vagyis a lehetséges minta-

I�JJYpQ\HNE O�kiválaszt egyet. Más értelmezés szerint az ξ(t) sztochasztikus folyamat, ha 

PLQGHQ� OHKHWVpJHV� W� LG SRQWKR]� WDUWR]LN� HJ\�ξ�W�� YDOyV]tQ VpJL� YiOWR]y�� pV� D]� LG SRQWRN�

bármely véges [t1, t2, …tn] halmaza esetén adott az ξ(t1), ξ(t2���«�YDOyV]tQ VpJL�YiOWR]yN�

együttes eloszlása. A sztochasztikus folyamatot diszkrétnek vagy folytonosnak nevezik 
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DWWyO� I�JJ HQ�� KRJ\� D]� ξ(t1), ξ(t2���«� YDOyV]tQ VpJL� YiOWR]yN� HJ\�WWHV� HORV]OiVD� GLV]NUpW�

vagy folytonos a t értékek minden lehetséges, [t1, t2, …tn] véges halmazára. Egy 

V]WRFKDV]WLNXV� IRO\DPDWUD� iOWDOiEDQ� W|EE� YiOWR]y� HJ\�WWHV� LG EHOL� HORV]OiVD� MHOOHP] ��$]�

ilyen folyamatok többdimenziós sztochasztikus folyamatok. 

 

Egy sztochasztikus folyamatot ξ(t1) eloszlása, valamint a [ξ(t1), ξ(t2)], [ξ(t1), ξ(t2), ξ(t3)], 

… együttes HORV]OiVDL� KDWiUR]QDN� PHJ�� (]HNHW� D]� HORV]OiVRNDW� HOV UHQG �� PiVRGUHQG ��

KDUPDGUHQG � VWE�� HORV]OiVRNQDN� QHYH]LN�� (]HQ� HORV]OiVRNDW� GHILQtFLyV]HU HQ� D�

N|YHWNH] NpSHQ�tUKDWMXN�IHO� 

 

   ( ) ( )[ ]11111 xtpt,xF ≤ξ=  (79) 

 

   ( ) ( ) ( )[ ]221122112 xt,xtpt,x;t,xF ≤ξ≤ξ=  (80) 

 

   ( ) ( ) ( ) ( )[ ]3322113322113 xt,xt,xtpt,x,t,x;t,xF ≤ξ≤ξ≤ξ=  (81) 

 

'LV]NUpW�LOOHW OHJ�IRO\WRQRV�V]WRFKDV]WLNXV�IRO\DPDWUD�D�PHJIHOHO �Si�YDOyV]tQ VpJHN�LOOHWYH�

fi�V U VpJ�I�JJYpQ\HN�D�N|YHWNH] N� 

 

 p1(x1,t1) = p[ξ(t1) = x1] ( )
1

1
111 x

F
t,xf

∂
∂= , (82) 

 

 ( ) ( ) ( )[ ]221122112 xt,xtpt,x;t,xp =ξ=ξ=  ( )
21

2
2

22112 xx

F
t,x;t,xf

∂∂
∂= … (83) 

 

$]� HO ] HNEHQ� GHILQLiOW� HORV]OiVI�JJYpQ\� VRUR]DWRN�PLQGHJ\LNH� UpV]OHWHVHEEHQ� tUMD� OH� D�

V]WRFKDV]WLNXV� IRO\DPDWRW�� PLQW� D]� HO ] � WDJRN�� KLV]HQ� D]� )n n-HG� UHQG �

HORV]OiVI�JJYpQ\QHN�D�PHJHO ] �I�JJYpQ\HN�SHUHPHORV]OiV�I�JJYpQ\HL� 

 

Egy sztochasztikuV�IRO\DPDWRW�MHOOHP] �IHOWpWHOHV�YDOyV]tQ VpJHNHW�D]�Q-HG�UHQG �HORV]OiV�

I�JJYpQ\HN�VHJtWVpJpYHO�D�N|YHWNH] NpSSHQ�iOOtWKDWMXN�HO � 
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 ( )
m

n
mm11nn1m1m p

p
t,x;...t,xt,x;...;t,xp =++  (84) 

 

 ( )
m

n
mm11nn1m1m f

f
t,x;...t,xt,x;...;t,xf =++  (85) 

 

A sztochasztikus folyamatot stacionáriusnak nevezzük, ha a folyamathoz tartozó eloszlások 

egyike sem változik meg, ha a t helyébe t + t0 lép. Ez azt jelenti, hogy az n-HG� UHQG �

eloszlások csupán n – 1 számú 

 

 τ1 = t2 – t1,   τ2 = t3 – t1, …, τn–1 = tn – t1 

 

N�O|QEVpJW O�I�JJQHN� 

 

Egy sztochasztikus folyamat n-ed renG �V]WRFKDV]WLNXV�IRO\DPDW��KD�D�IRO\DPDWRW�D]�)n n-

HG� UHQG � HORV]OiV� I�JJYpQ\HN� HJ\pUWHOP HQ�PHJKDWiUR]]iN�� GH� D� ]� Q–1-HG� UHQG HN�PpJ�

nem.  

 

Tisztán sztochasztikus folyamatról akkor beszélünk, amikor az ξ(t1), ξ(t2���«�YDOyV]tQ VpJL�

változók bármely véges t1, t2, … halmazra teljesen függetlenek. A tisztán sztochasztikus 

folyamat leírására elég az F1(x1,t1) eloszlás, vagy f1(x1,t1�� V U VpJ� I�JJYpQ\� LVPHUHWH�� KD�

folytonos, vagy a p1(x1,t1�� YDOyV]tQ VpJL� I�JJYpQ\� LVPHUHWH�� KD� GLV]NUpW� IRO\DPDWUyO� YDQ�

szó. Ilyen folyamatot képez például a pénzfeldobások sorozata is.  

 

Egy sztochasztikus folyamatot Markov folyamatnak nevezzük, ha a t1 < t2 < t3 < … tn 

minden véges halmazára igaz, hogy 

 

 ( ) ( )1n1nnn1n1n2211nn t,xt,xpt,x;...;t,x;t,xt,xp −−−− =  , (86) 

 

ha diszkrét, vagy 
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 ( ) ( )1n1nnn1n1n2211nn t,xt,xft,x;...;t,x;t,xt,xf −−−− =  , (87) 

 

ha folytonos folyamatról van szó. Tehát, ha ξ(tn-1) = xn-1� LVPHUW�� DNNRU� D� PHJHO ] �

LG SRQWRNUD� YRQDWNR]y� I�JJYpQ\pUWpNHN� LVPHUHWH� ξ(tn) szempontjából semmiféle új 

LQIRUPiFLyW� QHP� MHOHQW�� (J\� 0DUNRY� IRO\DPDW� HJ\pUWHOP HQ� PHJDGKDWy� D� PiVRGUHQG �

HORV]OiVRNNDO��YDJ\�D]�HOV UHQG �HORV]OiVVDO�pV�D 

 

 ( )1122 t,xt,xp ,    vagy    ( )1122 t,xt,xf  (88) 

 

IHOWpWHOHV� YDOyV]tQ VpJHNNHO�� D]� ~J\QHYH]HWW� iWPHQHW� YDOyV]tQ VpJHNNHO�� $� IHODGDWRN�

MHOHQW V� UpV]pEHQ� D� �����&KDSPDQ-Kolmogorov egyenlet segítségével a (88) egyenletben 

megadott függvényeket kell meghatározni a t1� LG SRQWEDQ�PHJDGRWW� NH]GHWL� pUWpN� pV� D]�

iWPHQHW�YDOyV]tQ VpJHN�LVPHUHWpEHQ� 

 

 ( ) ( ) ( )
( )

21
tx

11221122 tttt,xt,xpt,xt,xpt,xt,xp ≤≤= ∑  (89) 

 

 ( ) ( ) ( ) 2111221122 tttdxt,xt,xft,xt,xft,xt,xf ≤≤= ∫
+∞

∞−

 (90) 

 

A Markov folyamatok elméletének részletesebb kifejtését az adszorpció, mint Markov 

folyamat tárgyalásánál adjuk meg. 
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3. AZ ADSZORPCIÓ STATISZTIKAI MODELLEZÉSE  

 

$]�DGV]RUSFLyV�P YHOHWHNHW�QHP�FVDN�D�PHJPDUDGiVL�WpWHOHN�PHJIRJDOPD]iViYDO��KDQHP�D�

statisztikus termodinamika szemlélete alapján is jellemezhetjük. Ilyenkor egyenleteinket 

nem anyagmennyispJHNUH��KDQHP�YDOyV]tQ VpJHNUH��LOOHWYH�D]RN�PHJYiOWR]iVDLUD�tUMXN�IHO��

(]HN�D�YDOyV]tQ VpJHN�D�PROHNXOiN�KHO\]HWpUH��LOOHWYH�D�Ii]LVYiOWiV�HVpO\HLUH�YRQDWNR]QDN��

$]� HJ\HGL� YDOyV]tQ VpJHN� LVPHUHWpEHQ� D� PROHNXOiN� Ii]LVRN� N|]|WWL� PHJRV]OiViQDN�

YDOyV]tQ VpJH��V W�D]�HORV]OiVRN�YiUKDWy�pUWpNH�LV�NLV]iPtWKDWy��(]�XWyEEL��SHGLJ�N|]YHWOHQ�

kapcsolatban van a koncentrációval. 

 

-HOHQ� IHMH]HWEHQ�HO V]|U�HJ\� W|NpOHWHVHQ�NHYHUW��VWEHQ� OHMiWV]yGy�DGV]RUSFLy�PDWHPDWLNDL�

statisztikai modelljét építjük ki, majd meghatározzuk a modell paramétereit abban az 

esetben, amikor a folyamat indításakor valamennyi adszorptívum molekula a fluid fázisban 

YDQ��D�EHUHQGH]pV�V]DNDV]RV�P N|GpV ��pV�D]�DGV]RUSFLyV�L]RWHUPD�OLQHiULV� 

 

A munka második részében egy inaktív, porózus adszorbenst tartalmazó állóágyas 

adszorberben vizsgáljuk meg, hogy a sebesség és a pórustérfogat milyen hatást gyakorol az 

HJ\HGL� PROHNXOiN� PR]JiViUD�� pV� H]� KRJ\DQ� MHOHQLN�PHJ� D� WDUWy]NRGiVL� LG � HORV]OiViQDN�

V U VpJ-I�JJYpQ\pEHQ�� $� J\DNRUODWLODJ�PpUKHW � WDUWy]NRGiVL� LG � HORV]OiVW� |VV]HYHWYH� D]�

HOPpOHWLYHO�PHJKDWiUR]KDWyN�D�NLIHMOHV]WHWW�YDOyV]tQ VpJL�PRGHOO�SDUDPpWHUHL� 

 

A munka harmadik részében a fenti egymástól függetlenül nyert információkat 

felhasználva áttörési görbét határozunk meg olyan esetben, amikor az adszorpciós izoterma 

lineáris, és a komponens egy töltött ágyas adszorberben DGV]RUEHiOyGLN��(]W�N|YHW HQ�HJ\�

QDJ\REE� PpUHW � DGV]RUEHU� V]iPtWiViYDO� EHPXWDWMXN� D� PRGHOO� PpUHWQ|YHOpVL� FpOUD� YDOy�

alkalmazhatóságát is. 

 

Tekintve, hogy nagyobb koncentrációk esetén a]�DGV]RUSFLyV�L]RWHUPD�PiU�QHP�WHNLQWKHW �

lineárisnak, matematikai modellünket továbbfejlesztjük olyan esetek leírására, amikor az 

DGV]RUEHiODQGy� NRPSRQHQV� DGV]RUSFLyV� HJ\HQV~O\D�/DQJPXLU� L]RWHUPiYDO�PpJ� NLHOpJtW �

pontossággal leírható. 
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A kifejlesztett modellek viszonylag kevés paramétert tartalmaznak, mégis rugalmasak, és 

tJ\� D� V]iPtWRWW� pV� PpUW� J|UEpN� QDJ\IRN~� LOOHV]NHGpVpW� WHV]LN� OHKHW Yp�� $� PyGV]HU�

eredményességét az is alátámasztja, hogy egy adott paraméter együttes megváltozott 

körülmények között is biztosítja a mért és számított áttörési görbék közötti jó egyezést. 

7RYiEEL�HO Q\��KRJ\�D�PRGHOOHN�N|QQ\HQ�E YtWKHW N�HJ\-egy új elemmel, mert a tényleges 

molekulamozgások alapján dolgoztuk ki azokat. 

 

 

3.1. Az adszorpció, mint Markov folyamat 

 

Ha egy adszorbens fázist és egy homogén fluid fázist tartalmazó tökéletesen kevert üstöt 

YL]VJiOXQN��DNNRU�HJ\�HJ\HGL�PROHNXOD�VRUViW�WHNLQWYH�D�N|YHWNH] �NpUGpVHNHW�WHKHWM�N�IHO� 

 

• 0L�D�YDOyV]tQ VpJH�DQQDN��KRJ\�HJ\�D�Wn-1�LG SRQWEDQ�D�IOXLG�Ii]LVEDQ�OpY �PROHNXOiW�D 

tn�LG SRQWEDQ�LV�D�IOXLG�Ii]LVEDQ�WDOiOMXN" 

• 0L� D� YDOyV]tQ VpJH�� KRJ\� D� Wn-1� LG SRQWEDQ� D� V]LOiUG� Ii]LVEDQ� OpY � PROHNXOD� D� Wn 

LG SLOODQDWEDQ�D�IOXLG�Ii]LVEDQ�OHV]�IHOOHOKHW " 

 

Nyilvánvaló, hogy a molekula a (tn-1,tn��LG �LQWHUYDOOXPEDQ�DNiU�W|EEV]|U�LV�YiOthat fázist, 

YDJ\LV� D� IHOWpWHOHV� YDOyV]tQ VpJHN� I�JJQHN� D]� LQWHUYDOOXP� KRVV]iWyO� �D]� LQWHUYDOOXP�

U|YLG�OpVpYHO� D� Ii]LVYiOWiV��N�O|Q|VHQ�D� W|EEV]|UL� Ii]LVYiOWiV� YDOyV]tQ VpJH�FV|NNHQ��� GH�

nem függnek attól, hogyan került a molekula a tn-1� LG SLOODQDWUD� pSSHn az adott fázisba, 

vagy hányszor váltott fázist a tn-1�LG SLOODQDW�HO WW��.pSOHWHVHQ�V]yOYD��D�PROHNXOD�FVDN�D]W�

„tudja”, hogy a tn-1�LG SLOODQDWEDQ�PHO\LN�Ii]LVEDQ�YDQ��GH�QHP�ÄHPOpNV]LN´��KRJ\DQ�NHU�OW�

oda. Viselkedését csupán a tn-1�LG SRQWEHOL�KHO\]HW�KDWiUR]]D�PHJ��D]�HO pOHWQHN�VHPPLIpOH�

befolyása nincs a molekula további sorsára vonatkozólag. 

 

Ilyen értelemben az adszorpció egy diszkrét Markov folyamatot alkot. 

 

/HJ\HQ�D� �YDOyV]tQ VpJL�YiOWR]y�pUWpNH����KD�D�PROHNXOD�D�IOXLG�Ii]LVEDQ��pV����KD�D�V]ilárd 

Ii]LVEDQ�YDQ�HJ\�DGRWW�W�LG SLOODQDWEDQ� 
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



=ξ=ξ
vanfázisbanszilárdamolekulaaha

vanfázisbanfluidamolekulaaha

2

1
)t(  (91) 

 

$� � YDOyV]tQ VpJL� YiOWR]y� DGRWW� W� LG SRQWEHOL� UHDOL]iFLyMiW� ;-el jelöljük. i� OHJ\HQ� D� �

YDOyV]tQ VpJL�YiOWR]y�Wi�LG SRQWEHOL�pUWpNH� 

 

 




=ξ=ξ
2

1
)t( ii  (92) 

 

Ennek egy adott realizációját Xi-YHO� MHO|OM�N�� $QQDN� YDOyV]tQ VpJH�� KRJ\� D� Wn–1 

LG SLOODQDWEDQ�D� IRO\DGpNIi]LVEDQ� OHY �PROHNXOD�D� Wn� LG SLOODQDWEDQ�LV�D�IRO\DGpNIi]LVEDQ�

lesz: 

 

 ( )1n1nnn t,1t,1p −− =ξ=ξ  (93) 

 

rövidebben írva: 

 

 ( ) )t,t(pvagyt,1t,1p 1nn111nn −−  (94) 

 

Analóg módRQ�� DQQDN� YDOyV]tQ VpJH�� KRJ\� D� IRO\DGpN� Ii]LVEDQ� OpY � PROHNXOiW� D� Wn 

LG SRQWEDQ�D�V]LOiUGIi]LVEDQ�WDOiOMXN� 

 

 ( ) )t,t(p)t,1t,2(pt,1t,2p 1nn121nn1n1nnn −−−− ===ξ=ξ  (95) 

 

Természetesen p11 és p12� MHOHQ� HVHWEHQ� NRPSOHPHQWHU� YDOyV]tQ VpJHN�� GH� H]� QHP� OHV]�

mindig így. 

 

A tn–1� LG SLOODQDWEDQ� D� V]LOiUGIi]LVEDQ� OpY � PROHNXOiUD� YRQDWNR]y� IHOWpWHOHV�

YDOyV]tQ VpJHNHW�D�N|YHWNH] NpSSHQ�MHO|OM�N� 
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 ( ) )t,t(p)t,2t,1(pt,2t,1p 1nn211nn1n1nnn −−−− ===ξ=ξ  (96) 

 

illetve 

 

 ( ) )t,t(p)t,2t,2(pt,2t,2p 1nn221nn1n1nnn −−−− ===ξ=ξ  (97) 

 

$�IRO\DPDW�0DUNRY�MHOOHJpE O�N|YHWNH]LN� 

 

 )t,X;...;t,X;t,1t,1(p)t,1t,1(p 112n2n1nn1nn −−−− =  (98) 

 

 )t,X;...;t,X;t,1t,2(p)t,1t,2(p 112n2n1nn1nn −−−− =  (99) 

 

 )t,X;...;t,X;t,2t,1(p)t,2t,1(p 112n2n1nn1nn −−−− =  (100) 

 

 )t,X;...;t,X;t,2t,2(p)t,2t,2(p 112n2n1nn1nn −−−− =  (101) 

 

(J\� 0DUNRY� IRO\DPDW� HJ\pUWHOP HQ� PHJDGKDWy� D� )t,Xt,X(p nn  úgynevezett átmenet 

YDOyV]tQ VpJHNNHO�pV�D]�~J\QHYH]HWW�HOV UHQG �HORV]OiVRNNDO�� 

 

Az eddig elmondottakat vizsgáljuk egy kicsit részletesebben.  

 

Legyen ttt n ∆−= . Egy a tn–1�LG SLOODQDWEDQ�D�IOXLG�Ii]LVEDQ�OpY �PROHNXOD�DNNRU�WDOiOKDWy�

meg a tn� LG SLOODQDWEDQ� D� IOXLG� Ii]LVEDQ�� KD� D� W� LG SRQWEDQ� LV� RWW� YROW�� pV� D� t∆  

id LQWHUYDOOXPEDQ�RWW�LV�PDUDG��YDJ\�DNNRU��KD�D�W�LG SRQWEDQ�D�V]LOiUGIi]LVEDQ�OHOKHW �IHO��

de a t∆ �LG LQWHUYDOOXPEDQ�Ii]LVW�YiOW��pV�iWPHJ\�D�IRO\DGpNIi]LVED��0LQGH]�HJ\HQOHWWHO� 

 

 ( ) ( )1nn1nn1nn t,1t,2p)t,2t,1(pt,1t,1p)t,1t,1(p)t,1t,1(p −−− ⋅+⋅= . (102) 
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A (95, 96, 97) egyenleWHNNHO�MHOOHP]HWW�YDOyV]tQ VpJHN�DQDOyJ�PyGRQ�D�N|YHWNH] NpSSHQ�

IHMH]KHW N�NL� 

 

 ( ) ( )1nn1nn1nn t,1t,2p)t,2t,2(pt,1t,1p)t,1t,2(p)t,1t,2(p −−− ⋅+⋅=  (103) 

 

 ( ) ( )1nn1nn1nn t,2t,2p)t,2t,1(pt,2t,1p)t,1t,1(p)t,2t,1(p −−− ⋅+⋅=  (104) 

 

 ( ) ( )1nn1nn1nn t,2t,2p)t,2t,2(pt,2t,1p)t,1t,2(p)t,2t,2(p −−− ⋅+⋅=  (105) 

 

A t∆ � LG � DODWW� EHN|YHWNH] � Ii]LVYiOWiVL� YDOyV]tQ VpJU O� iOWalában elmondható, hogy ∆t 

Q|YHNHGpVpYHO� Q �� (OpJ� NLV� LG LQWHUYDOOXP� HVHWpQ� D� YDOyV]tQ VpJ� NLIHMH]KHW � D� I�JJYpQ\�

]pUXV� LG SLOODQDWEHOL� PHUHGHNVpJpQHN� pV� D]� LG LQWHUYDOOXP� KRVV]iQDN� V]RU]DWiYDO�� (]� D�

N|YHWNH] NpSSHQ�IRUPXOi]KDWy� 

 

 ( ) ( )ttmt,1t,2p 12n ∆σ+∆=  (106) 

 

$� NRPSOHPHQWHU� YDOyV]tQ VpJ�� YDJ\LV� KRJ\� D� W� LG SLOODQDWEDQ� D� IOXLG� Ii]LVEDQ� OpY �

molekula ott is marad a t∆ �LG LQWHUYDOOXP�DODWW�D�������NLIHMH]pVVHO�tUKDWy�OH� 

 

 ( ) ( )ttm1t,1t,1p 12n ∆σ+∆−=  (107) 

 

A szilárdfázisból a (108) egyenleWWHO�MHOOHP]HWW�YDOyV]tQ VpJJHO�OpS�iW�HJ\�PROHNXOD�D�IOXLG�

fázisba: 

 

 ( ) ( )ttmt,2t,1p 21n ∆σ+∆=  (108) 

 

$� NRPSOHPHQWHU� YDOyV]tQ VpJ�� YDJ\LV� KRJ\� D� PROHNXOD� D� V]LOiUGIi]LVEDQ� PDUDG� D�

N|YHWNH] �OHV]� 

 

 ( ) ( )ttm1t,2t,2p 21n ∆σ+∆−=  (109) 
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A (107, 108) egyenleteket behelyettesítve a (102) egyenletbe: 

 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1n211n121n t,1t,2pttmt,1t,1pttm1t,1tt,1p −−− ⋅∆σ+∆+⋅∆σ+∆−=∆+  (110) 

 

Átrendezve (110)-et: 

 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )1n1n21

1n1n12
1n1n

t,1t,2p
)t(

)t(
t,1t,2pm

t,1t,1p
)t(

)t(
t,1t,1pm

t

t,1t,1pt,1tt,1p

−−

−−
−−

∆
∆σ++

∆
∆σ+−=

∆
−∆+

 (111) 

 

A t∆  zérushoz tartásával σ(∆W��PiVRGUHQG HQ�WDUW�]pUXVKR]�H]pUW 

 

 ( ) ( ) ( )1n211n121n t,1t,2pmt,1t,1pmt,1t,1p
dt

d
−−− +−=  (112) 

 

vagy más jelöléssel 

 

 ( ) ( ) ( )1n12211n11121n11 t,tpmt,tpmt,tp
dt

d
−−− +−=  (113) 

 

A (103, 104, 105) egyenleteket a (113) egyenlet alakjára hozva kapjuk, hogy 

 

 ( ) ( ) ( )1n12211n11121n12 t,tpmt,tpmt,tp
dt

d
−−− −= , (114) 

 

 ( ) ( ) ( )1n21121n22211n21 t,tpmt,tpmt,tp
dt

d
−−− −= , (115) 

 

 ( ) ( ) ( )1n22211n21121n22 t,tpmt,tpmt,tp
dt

d
−−− −= . (116) 
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0LYHO� D� IRO\DPDW� LG LQYDULiQV�� D� YL]VJiODW� WHWV]pVV]HULQWL� LG SRQWMiW� �Wn–1) tekinthetjük 

zérusnak is. A (113,…,116) egyenletek ekkor azt fejezik ki, hogy a pi,j(t,tn–1) 

YDOyV]tQ VpJHN� KRJ\DQ� YiOWR]QDN� D� YL]VJiODW� NH]GHWH� yWD�� ,O\HQNRU� W� WHUPpV]HWHVHQ� D�

YL]VJiODW� NH]GHWpW O� HOWHOW� LG W� PpUL�� pV� D� Sij� YDOyV]tQ VpJHNEHQ� D� Wn-1 = 0 kiírása el is 

hagyható, vagyis: 

 

 pij(t,0)=pij(t) (117) 

 

Az egyenleteket mátrixos formába tömöríthetjük: 

 

 







−

−







=









2121

1212

2221

1211

2221

1211

mm

mm

pp

pp

pp

pp
dt

d
, (118) 

 

illetve 

 

 PM
P =

dt

d
 (119) 

 

Ahol P az átmenet-YDOyV]tQ VpJHN��M pedig az intenzitás függvények mátrixa. 

 

Tekintve, hogy pij�W�� DQQDN� D� YDOyV]tQ VpJpW� MHOHQWL�� KRJ\� D� YL]VJiOW� PROHNXOD� D� ���W��

LG LQWHUYDOOXP�DODWW�D]� L� Ii]LVEyO�D� M� Ii]LVED�NHU�O��D�������YDJ\������GLIIHUHQFLiOHJ\HQOHW�

PHJROGiVD�D� W� ��� LG SLOODQDWEDQ�D]�HJ\VpJPátrixszal azonos, hiszen a zérus hosszúságú 

������LG LQWHUYDOOXPEDQ�PLQGHQ�PROHNXOD�D�KHO\pQ�PDUDG� 

 

 
jiha,1)0(p

jiha,0)0(p

j,i

j,i

==

≠=
 

 

azaz röviden 

 

 P(0) = E (120) 
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Ezek után a megoldás 

 

 P=exp(Mt)=U exp 〈 i〉 V (121) 

 

 ( ) 







−
















−+

=
+− 11

mm

e0

01

m1

m1
mm

1
1221

tmm
21

12

2112 2212

P
. (122) 

 

A (121) egyenletben U az M mátrix baloldali sajátvektoraiból, V pedig a jobboldali 

sajátvektorokból képzett mátrix. 〈 i〉 az M�PiWUL[�VDMiWpUWpNHLE O�DONRWRWW�GLDJRQiOPiWUL[RW�

jelöli. 

 

3pOGiXO� DQQDN� YDOyV]tQ VpJH�� KRJ\� HJ\� HUHGHWLOHJ� D� IRO\DGpNIi]LVEDQ� OpY �PROHNXOiW� D t 

LG SRQWEDQ�PpJ�D�IRO\DGpNIi]LVEDQ�WDOiOMXN�PHJ��D�N|YHWNH] � 

 

 ( )t)mm(
1221

2112
11

2112emm
mm

1
p +−+

+
=  (123) 

 

Ha p1(t)-YHO� MHO|OM�N� DQQDN� D� YDOyV]tQ VpJpW�� KRJ\� HJ\� PROHNXOD� D� IRO\DGpNIi]LVEDQ� pV�

p2(t)-YHO��KRJ\�D�V]LOiUG�Ii]LVEDQ�YDQ�D�W�LG SLOODQDWEDQ�I�JJHWOHQ�O�DWWól, hol volt a vizsgált 

NH]GHWHNRU��DNNRU�H]�D�YDOyV]tQ VpJ�D�Si,j�iWPHQHW�YDOyV]tQ VpJHNNHO�pV�D�S1(0) illetve p2(0) 

YDOyV]tQ VpJHNNHO�D�N|YHWNH] NpSSHQ�IHMH]KHW �NL� 

 

 p1(t)= p11(t) p1(0)+ p21(t) p2(0) (124) 

 

+DVRQOyNpSSHQ� DQQDN� YDOyV]tQ VpJH�� KRJ\� HJ\� Polekula a szilárdfázisban van a t 

LG SRQWEDQ� 

 

 p2(t)= p12(t)·p1(0)+ p22(t) p2(0) (125) 

 

A (124 és 125) egyenleteket vektoriálisan is kifejezhetjük: 
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 pT(t)=pT(0)⋅P(t) (126) 

 

7HUPpV]HWHVHQ�� KD� D� W�  � �� LG SRQWEDQ� FVDN� D� IOXLG� Ii]LV� WDUWDOPD]RWW� DGV]RUEHiODQdó 

molekulákat, akkor 

 

 






=
0

1)0(p
 (127) 

 

és p(t) az átmenet-YDOyV]tQ VpJHNNHO�OHV]�HJ\HQO � 

 

 






=
)t(p

)t(p)t(

12

11p
 (128) 

 

(GGLJ� HJ\HGL� PROHNXOiNUD� YRQDWNR]y� YDOyV]tQ VpJHNHW� KDWiUR]WXQN� PHJ�� PRVW�

vizsgálatainkat kiterjesztjük egy N0 molekulát tartalmazó populációra is. Jelöljük 1 

YDOyV]tQ VpJL� YiOWR]yYDO� D� PROHNXOiN� V]iPiW� D� IOXLG� Ii]LVEDQ�� pV� OHJ\HQ� Q1 ennek egy 

realizációja. Ugyanakkor 2 a molekula szám a szilárdfázisban. Ennek realizációja 

természetesen n2=N0-n1. 

 

$QQDN�YDOyV]tQ VpJH��KRJ\�HJ\� W� LG SLOODQDWEDQ�pSSHQ�Q1 molekula lesz a fluid fázisban, 

binomiális eloszlást követ: 

 

 101 nN
2

n
1

101

0
11 )t(p)t(p

)!nN(!n

!N
)n(p −⋅

−
==ν  (129) 

 

$�IOXLG�Ii]LVEDQ�IHOOHOKHW �PROHNXOiN�V]iPiQDN�YiUKDWy�pUWpNH�H]�HVHWEHQ 
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N

0n
101111 pNpN)n(pn)(M

0

1
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=

. (130) 

 



 47 

Ezt az értéket osztva az Avogadro számmal és a fluidum térfogatával, a koncentráció 

YiUKDWy� pUWpNpW� NDSMXN�� +D� D� W�  � �� LG SLOODQDWEDQ� FVDN� D� IOXLG� Ii]LV� WDUWDOPD]RWW�

adszorbeálandó molekulákat: 

 

 11011
0 pcp
VA

N
)c(M ==  (131) 

 

Ha a szilárdfázis is tartalmazott aktív molekulákat, akkor 

 

 210110 pq
V

M
pc)c(M +=  (132) 

 

Itt c0 a fluid, q0 a szilárdfázis kezdeti koncentrációja. 

 

 

3.2. $]�iUDPOiV�pV�D�PROHNXODPR]JiVRN�N|]|WWL�NDSFVRODW�HJ\��UHV�FV EHQ 

 

Eddig egy homogén kétfázisú zárt rendszerben lejátszódó adszorpció példáján mutattuk be, 

KRJ\DQ� OHKHW� D� YDOyV]tQ VpJV]iPtWiV� PyGV]HUHLW� DONDOPD]QL� D]� DGV]RUSFLy� VRUiQ� OH]DMOy�

folyamatok, molekulamozgások leírására. 

 

$�SUREOpPD�WiUJ\DOiViW�D]pUW�NH]GW�N�D]�HO ] �IHMH]HWEHQ�EHPXWDWRWW�YLV]RQ\ODJ�HJ\V]HU �

példán, hogy az adszorpció leírásiQ�W~O�EHPXWDVVXN�D�PDWHPDWLNDL�PRGHOOH]pV�YDOyV]tQ VpJ�

számítási módszereit, és hogy az olvasó egy példához kapcsolva ismerje meg a 

WRYiEELDNEDQ�LV�DONDOPD]iVUD�NHU�O �PDWHPDWLNDL�DSSDUiWXVW� 

 

(J\� W|OW|WW� DGV]RUSFLyV� RV]ORS� P N|GpVH� IRO\DPiQ� HJ\� PROHNXOD� az eddig megismert 

fázisváltáson kívül, a rendszer nyitott volta miatt, más mozgásokban is részt vesz. Az 

iUDPOiV� PLDWW� D� N|]HJ� HO UH� YLV]L� D]� DGV]RUSWtYXPRW�� PtJ� D]� iUDPOiVEDQ� EHN|YHWNH] �

HJ\HQO WOHQVpJHN�WHUtWLN�D]W�D]�RV]ORS�KRVV]D�PHQWpQ� 
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Az áramlás s]HUHSpQHN�WLV]Wi]iViUD�YL]VJiOMXN�PHJ�D�PROHNXODPR]JiVRNDW�HJ\HO UH�W|OWHW�

QpON�OL�FV EHQ�� 

 

2VV]XN� IHO� D�9� WpUIRJDW~� FV|YHW� D� KRVV]�PHQWpQ� Q� HJ\HQO � UpV]UH��$�PROHNXOiN� D]� HOV �

kaszkádelemen keresztül lépnek be a rendszerbe, és az utolsó elemen keresztül távoznak. A 

EHQQ�QNHW� pUGHNO � PROHNXOiN� D]� )� WpUIRJDWiUDP~� N|]HJEHQ� HO UH� VRGUyGQDN�� GH� H]� D�

VRGUyGiV� D� N|]HJ� ORNiOLV� iUDPOiVL� VHEHVVpJpEHQ� pV]OHOKHW � N�O|QEVpJHN� PLDWW� QHP�

HJ\HQOHWHV�� V W� D� N|]HJ� |UYpQ\OpVH� EL]RQ\RV� PROHNXOiNDW� PpJ� DEV]RO~W� pUWHOHPEHQ� LV�

YLVV]DIHOp�V]iOOtWKDW��,O\�PyGRQ�HJ\�DGRWW�NDV]NiGHOHPEHQ�NLV]HPHOW�PROHNXOD�HJ\�NpV EEL�

LG SRQWEDQ�DNiUPHO\LN�NDV]NiGHOHPEHQ�HO IRUGXOKDW��$� WRYiEELDNEDQ�Si,j�W� �-val jelöljük 

D]W�D�YDOyV]tQ VpJHW��KRJ\�HJ\�D� �LG SRQWEDQ�D]�L-HGLN�NDV]NiGHOHPEHQ�OpY �PRlekula a t 

LG SRQWUD�D�M-edik kaszkádelembe kerül. Természetesen t nagyobb, mint � 

 

$�PROHNXOiN�PR]JiVD� I�JJHWOHQ� D]� HO pOHWW O�� D]W� FVDN�D�SLOODQDWQ\L�iOODSRW�EHIRO\iVROMD��

,O\HQ� pUWHOHPEHQ� D� PROHNXOiN� VRGUyGiViW� MHOOHP] � YDOyV]tQ VpJL� YiOWR]yN� 0DUNRY�

folyamatot alkotnak. 

 

$�PROHNXOiN�PR]JiViYDO�NDSFVRODWEDQ�IHOWpWHOH]]�N��KRJ\�NHOO HQ�U|YLG�LG LQWHUYDOOXPRW�

WHNLQWYH�HJ\�PROHNXOD�OHJIHOMHEE�HJ\�NDV]NiGHOHPPHO�NHU�OKHW�HO UH�YDJ\�KiWUD��pV�HQQHN�

YDOyV]tQ VpJH�DUiQ\RV�D]�LG LQWHUYDOOXP�KRVV]iYDO� 

 

A molekulD�PR]JiVRN�V]HPSRQWMiEyO�D]�HOV �pV�XWROVy�NDV]NiGHOHP�NLW�QWHWHWW�KHO\]HWEHQ�

van, hiszen az utolsó elemet elhagyó molekulák már nem kerülhetnek vissza a rendszerbe, 

pV�KDVRQOyNpSSHQ�D]�HOV �HOHPEH�EHOpS �PROHNXOD�QHP�PR]RJKDW�YLVV]DIHOp� 

 

Ezek után feltételezzük, hogy a (t,t+ W��LG LQWHUYDOOXPEDQ�EHN|YHWNH] �PROHNXODPR]JiVRN�

pV�D]RN�YDOyV]tQ VpJH�D�N|YHWNH] � 

 

• Egy molekula az i-HGLN�NDV]NiGHOHPE O�D]�L��-HGLNEH�MXW��(QQHN�YDOyV]tQ VpJH 

 

 1n,...,1i)t(t)mm()t,tt(p 211i,i −=∆σ+∆+=∆++  (133) 
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• (J\� PROHNXOD� D]� XWROVy� NDV]NiGHOHPE O� kilépve elhagyja a rendszert. Ennek 

YDOyV]tQ VpJH� 

 

 )t(tm)t,tt(p 11n,n ∆σ+∆=∆++  (134) 

 

• Egy molekula az i-HGLN� NDV]NiGHOHPE O� YLVV]DIHOp� D]� L-1-edikbe jut. Ennek 

YDOyV]tQ VpJH� 

 

 n,...,2i)t(tm)t,tt(p 21i,i =∆σ+∆=∆+−  (135) 

 

• Egy az i-HGLN� NDV]NiGHOHPEHQ� OpY � PROHNXOD� D� W� LG � DODWW� RWW� LV� PDUDG�� (QQHN�

YDOyV]tQ VpJH� 

 

 1n,...,2i)t(t)m2m(1)t,tt(p 21i,i −=∆σ+∆+−=∆+  (136) 

 

• $]�HOV �HOHPEHQ�OpY �PROHNXOD�S1,1�W� W�W��YDOyV]tQ VpJJHO�D�KHO\V]tQHQ�PDUDG� 

 

 )t(t)mm(1)t,tt(p 211,1 ∆σ+∆+−=∆+  (137) 

 

• 9pJ�O�D]�XWROVy�HOHPEHQ�OpY �PROHNXOiN�KHO\V]tQHQ�PDUDGiViQDN�YDOyV]tQ VpJH 

 

 )t(t)mm(1)t,tt(p 21n,n ∆σ+∆+−=∆+  (138) 

 

A (133,…,138) összefüggések � W��KLEája W�]pUXVKR]�WDUWiViYDO�PiVRGUHQG HQ�N|]HOtW�D�

nullához. Az egyes kaszkádelemek kapcsolatát és a molekulamozgások intenzitását az 4. 

ábrán mutatjuk be. A molekulák visszafelé m2�LQWHQ]LWiVVDO�PR]RJQDN��PtJ�D]�HO UHPR]JiV�

intenzitását egy összeggel (m1+m2) jellemezzük. 

 

Ez utóbbiban azért kezeltük külön a visszaáramlás intenzitását, mert az örvények nemcsak 

KiWUD�� KDQHP� XJ\DQRO\DQ� LQWHQ]LWiVVDO� HO UH� LV� V]iOOtWMiN� D]� DQ\DJRW�� tJy a teljes 
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HO UHPR]JiV� LQWHQ]LWiViEyO� HON�O|QtWYH� D]� |UYpQ\HN� KDWiViW�� D]� iUDPOiVL� VHEHVVpJUH�

MHOOHP] �P1 intenzitást kapjuk. 

 

 

� � Q

P ��Pl m P ��Pl m P l

P m P m  

 

 

4. ábra 

A kaszkádelemek kapcsolata és a molekulamozgások  

intenzitása egy nyitott áramlású rendszerben. 

 

 

0RVW�IRJDOPD]]XN�PHJ��PL�D�YDOyV]tQ VpJH�DQQDN��KRJ\�HJ\��D� � ���LG SRQWEDQ�D]�L-edik 

HOHPEHQ� OpY �PROHNXOD� D� W� W� LG SRQWEDQ� D� M-edik kaszkádelemben lesz. Ez az esemény 

~J\� N|YHWNH]KHW� EH�� KRJ\�PiU� D� W� LG SRQWEDQ� EHN|YHWNH]LN�� pV� D� W� LG � DODWW� PiU� QHP�

W|UWpQLN�VHPPL��GH�EHN|YHWNH]KHW�~J\�LV��KRJ\�D�W�LG SRQWEDQ�D�NpUGpVHV�PROHNXOD�D�M-edik 

NDV]NiGHOHPHW�PHJHO ] �YDJ\�D]�D]W�N|YHW �FHOOiEDQ�YDQ��pV�D� W�LG �DODWW�iWPHJ\�D�M-edik 

NDV]NiGHOHPEH��0LQGH]�HJ\HQOHWWHO�D�N|YHWNH] NpSSHQ�IRJDOPD]KDWy�PHJ� 

 

 

{ }
{ }
{ } )t(tm)0,t(p

t)m2m(1)0,t(p

tmm)0,t(p)0,tt(p

21j,i

21j,i

211j,ij,i

∆σ+∆

+∆+−

+∆+=∆+

+

−

 (139) 

 

A továbbiakban a pi,j�W� ��átmenet-YDOyV]tQ VpJEHQ�D�  ��MHOölését elhagyjuk, így pi,j csupán 

D�YL]VJiODW�NH]GHWpW O�HOWHOW�LG W O�I�JJ��(]HN�XWiQ�D]�������HJ\HQOHW� W�]érushoz tartásával 

így alakul: 

 

 1j,i2j,i211j,i21
j,i pmp)m2m(p)mm(

dt

dp
+− ++−+=  (140) 
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Ha a pi,j átmenet-YDOyV]tQ VpJHNHW�HJ\�PiWUL[�HOHPHLQHN�WHNLQWM�N��DNNRU�D]�������HJ\HQOHW�

PiWUL[RV�IRUPiEDQ�LV�PHJMHOHQtWKHW � 

 

 n)t()t(
dt

d
MPP =  (141) 

 

Itt Mn az úgynevezett intenzitásfüggvények mátrixa: 
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n
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0mm
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2

M

. (142) 

 

A kezdeti feltétel 

 

 P(0)=E (143) 

 

$�������N|]|QVpJHV�KRPRJpQ�OLQHiULV��GLIIHUHQFLiOHJ\HQOHW�WHWV] OHJHV�PpUHWUH�YRQDWNR]y�

analitikus megoldását a függelékben közöljük. Itt csupán a végeredményt mutatjuk be. 

 

 1t)cos21)(mm(t k
2

21n ee)t( −θβ−β++− 〉〈== BVBWP M , (144) 

 

ahol 
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 (145) 
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W az Mn mátrix baloldali wk saját oszlopvektoraiból alkotott n-HG�UHQG �PiWUL[��DKRO 
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

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







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
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θ−β−θ

θβ−θ
θβ−θ
θβ−θ−=

kk

kk

kk

kk2
k

k

)1n(sinnsin

2sin3sin

1sin2sin

0sin1sin
Dn
2

0

w

 (146) 

 

V az Mn mátrix jobboldali vk
T saját sor vektoraiból alkotott n-HG�UHQG �PiWUL[��DKRO 

 

 


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

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







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



θβ−θ
θβ−θ

θ−β−θ−
θ−β−θ−=

kk

kk

kk

kk2
k

k

0sin1sin

1sin2sin

)2n(sin)1n(sin

)1n(sinnsin
Dn
2

0

v

, (147) 

 

 k
2

kk
2
k )1ncos(

n

1
1ncos2)1ncos(

n

1
1D θ−β





 −+θβ−θ+





 +=  (148) 

 

és kθ  a karakterisztikus egyenlet k-adik gyöke. A karakterisztikus egyenlet: 

 

 0
sin

)1nsin(

sin

nsin
2

sin

)1nsin( 2 =
θ

θ−
β+

θ
θ

β−
θ

θ+
. (149) 

 

A (144) egyenletben a 〈…〉 zárójelek egy diagonál-mátrixot jelölnek, melynek k-adik 

átlóeleme: 

 

 t)cos21)(mm( k
2

21e θβ−β++− . (150) 

 

Minket azonban nem a molekulamozgásokkal kapcsolatos pi,j�YDOyV]tQ VpJHN�pUGHNHOQHN��

hanem az, hogy milyen valósztQ VpJJHO� WDOiOXQN� PHJ� HJ\� PROHNXOiW� HJ\� DGRWW�
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kaszkádelemben. Ha a kezdeti pozíciótól függetlenül pj(t)-vel jelöljük  annak 

YDOyV]tQ VpJpW�� KRJ\� D� YL]VJiOW� PROHNXOD� D� M-edik kaszkádelemben van, akkor ez a 

YDOyV]tQ VpJ� D� NH]GHWL� HORV]OiV� pV� D]� iWPHQHW-valóV]tQ VpJHN� VHJtWVpJpYHO� D�

N|YHWNH] NpSSHQ�IHMH]KHW �NL� 

 

 ∑
=

=
n

1i
j,iij )t(p)0(p)t(p  (151) 

 

+D�D�QXOOD� LG SRQWEDQ�10�PROHNXOD�YDQ�D]�HOV �NDV]NiGHOHPEHQ��pV�VHKRO�PiVXWW�QLQFV�D�

vizsgálat alá vont molekulákból, akkor  

 

 
1iha,0

,1iha,1)0(pi

≠
==

 (152) 

 

és természetesen 

 

 )t(p)t(p j,1j = . (153) 

 

$]�HUHGHWLOHJ�D]�HOV �NDV]NiGHOHPEHQ�OpY �10�PROHNXOD�IRNR]DWRVDQ�NL�U�O�D�UHQGV]HUE O��

(J\� DGRWW� LG SLOODQDWEDQ� D� UHQGV]HUEHQ� PDUDGW� PROHNXOiN� PHJRV]ODQDN� D]� HJ\HV�

kaszkádelemek között. Jelöljük j�W��YDOyV]tQ Vpgi változóval a molekulák számát a j-edik 

kaszkádelemben. Ennek realizációja nj(t). A kaszkádelemek molekula számát egy (t) 

YDOyV]tQ VpJL� YHNWRUYiOWR]yED� IRJODOKDWMXN� |VV]H�� PHO\QHN� HJ\� NRQNUpW� PHJYDOyVXOiViW�

n(t)-vel jelöljük. 
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 (154) 

 

$QQDN�YDOyV]tQ VpJH��KRJ\� (t) éppen n(t)-YHO�HJ\HQO ��PXOWLQRPLiOLV�HORV]OiVW�N|YHW� 
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A j-HGLN�NDV]NiGHOHPEHQ�OpY �PROHNXOiN�V]iPiQDN�YiUKDWy�pUWpNH 

 

 0> j(t)]=N0 pj = N0 p1,j(t) (156) 

 

Az (144,…,150) egyenletek segítségével ez részletesen kifejtve 

 

 [ ] { }∑
=

λ−

θ−




 −β+θβ−θ+





 +

θ−β−θ−+θ
β
β−=ν

n

1k
k

2
kk

t
kkk

j
0

j

)1ncos(
n

1
1ncos2)1ncos(

n

1
1

e)jnsin()j1nsin(sin

n

N2
)t(M

*
k

, (157) 

 

ahol 

 

 k21221
*
k cos)mm(m2m2m θ+−+=λ . (158) 

 

A rendszert elhagyó fluidum koncentrációja ezek után az A Avogadro szám és a V/n 

kaszkádelem térfogat figyelembevételével az utolsó kaszkádelemben lév � PROHNXOiN�

várható számából kiszámítható. 

 

 
[ ]

n/AV

)t(pN

n/VA

M
c n,10n

n =ν=  (159) 

 

0iVIHO O�HJ\�PROHNXOD�D��W��W� W��LG LQWHUYDOOXPEDQ�~J\�KDJ\KDWMD�HO�D�UHQGV]HUW��KRJ\�D�W�

LG SRQWEDQ� D]� XWROVy� NDV]NiGHOHPEHQ� YDQ�� pV� D� W� LG � DODWW� WiYR]y� ) W� Wérfogatú 

fluidummaO�NLOpS�D�UHQGV]HUE O��(QQHN�YDOyV]tQ VpJH�D�N|YHWNH] � 

 

 tm)t(ptm)0,t(p)t,tt(p 1n,11n,11n,n ∆⋅=∆⋅=∆++ . (160) 
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Jelöljük n+1(t)-YHO� �YDOyV]tQ VpJL� YiOWR]y�� D� UHQGV]HUE O� D� �W�W� W�� LG LQWHUYDOOXPEDQ�

NLOpS �PROHNXOiN�V]iPiW��(QQHN�YiUKDWy�pUWpNH�10 induló molekula esetén 

 

 0> n+1(t)]=N0 p1,n(t) m1 W (161) 

 

2V]WYD� D� PHJIHOHO � ) W� IOXLGXP� WpUIRJDWWDO� pV� D]� $YRJDGUy� V]iPPDO�� LVPpW� D� NLOpS �

koncentrációt kapjuk: 

 

 
tFA

tm)t(pN
c 1n,10

n ∆⋅
∆

= . (162) 

 

$������������HJ\HQOHWHN�|VV]HYHWpVpE O�NLW QLN��KRJ\�D]�P1 intenzitásfüggvény a térfogat, 

az áramlási sebesség és a kaszkád elemszám függvénye: 

 

 
V

Fn
m1 =  (163) 

 

9DJ\LV� D� PRGHOO� DODSMiQ� V]iPROW� NLOpS � NRQFHQWUiFLy� FVXSiQ� NpW� SDUDPpWHU�� D� NDV]NiG�

elemszám és az m2�LQWHQ]LWiV�I�JJYpQ\H��(]W�D�I�JJ VpJHW�D����iEUiQ�PXWDWMXN�EH� 

 

LiWKDWy�� KRJ\� HJ\� DGRWW� NDV]NiG� HOHPV]iP�HVHWpQ�Q|YHNY �P2-vel a görbék az egyetlen 

kaszkádelemet tartalmazó rendszer exponenciális görbéjéhez közelednek. Ez a viselkedés 

annak tulajdonítható, hogy a nagy visszakeveredés kiegyenlíti a koncentráció 

különbségeket az egyes kaszkádelemek között, és ennek következtében a rendszer úgy 

viselkedik, mintha egyetlen kaszkádelemet tartalmazna.  

 

0pJ� HJ\� NpUGpV� PDUDGW� Q\LWRWW� D� FV � iUDPOiVWHUpQHN� OHtUiViUD� PHJDONRWRWW� PRGHOOHO�

kapcsolatban, nevezetesen az, hogy a modell� PLO\HQ� WDUWy]NRGiVL� LG VSHNWUXPRW�

HUHGPpQ\H]�� pV�H]�KRJ\DQ�YLV]RQ\XO�D� WDUWy]NRGiVL� LG VSHNWUXPUyO�PiU�PHJOpY �NRUiEEL�

tapasztalatainkhoz. 
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$� WDUWy]NRGiVL� LG VSHNWUXP� OHV]iUPD]WDWiViKR]� YH]HVV�N� EH� D� τ� YDOyV]tQ VpJL� YiOWR]yW��

amely méri, hogy egy adott moOHNXOD� PHQQ\L� LG W� W|OW|WW� HO� D� EHUHQGH]pVEHQ�� $�

WDUWy]NRGiVL� LG � HORV]OiVI�JJYpQ\H� WHWV] OHJHV� W-UH� PHJDGMD� DQQDN� YDOyV]tQ VpJpW�� KRJ\�

egy molekula t-nél rövidebb ideig tartózkodik a berendezésben. Ez az esemény viszont úgy 

következhet be, hogy a molekula t-QpO� PiU� QLQFV� D� UHQGV]HUEHQ�� DPLQHN� YDOyV]tQ VpJpW�

HJ\HQOHWEHQ�D�N|YHWNH] NpSSHQ�IHMH]KHWM�N�NL� 

 

� � W�)�9

���

���

���

���

F

Q �

Q �

Q �

Q ��

P  �n

P  �n

P  �n

P  Pnpo

P  Pnqo

P  Pnqo

 

 

 

5. ábra. 

$�NLOpS �iUDP�NRncentrációja a kaszkádelem-szám és az m2 intenzitás függvényében. 

Az árnyékolt területen belül m2 változik nullától m1-ig. 

 

 

 ∑
=

−=≤τ=
n

1j
j,1 )t(p1)t(p)t(F  (164) 
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$� WDUWy]NRGiVL� LG � V U VpJI�JJYpQ\H� HO iOOtWKDWy�� PLQW� D� ������ I�JJYpQ\� GHULYiOWMD�� GH�

leszármaztathatjuk logikai módszerekkel is. 

 

1HYH]HWHVHQ�� D]�D]�HVHPpQ\��KRJ\�D� WDUWy]NRGiVL� LG �D� �W�� W� W�� LQWHUYDOOXPED�HVLN��FVDN�

~J\�N|YHWNH]KHW�EH��KRJ\�D�PROHNXOD�D�W�LG SLOODQDWEDQ�PiU�D]�XWROVy�NDV]NiGHOHPEHQ�YDQ��

és a W�LG �DODWW�HOKDJ\MD�D�UHQGV]HUW��0LQGH] egyenlettel 

 

 ( ) tm)t(ptttpt)t(f 1n,1 ∆⋅=∆+≤τ<=∆⋅ , (165) 

 

azaz 

 

 ∑
=

λ−− θ
β−=

n

1k

t

2
k

k
2

n1 *
ke

D

sin

V

F
2)t(f . (166) 

 

$�WDUWy]NRGiVL�LG �YiUKDWy�pUWpNH� 

 

 [ ] ( )
( )∑

=

−

=β
θβ−β+

θβ−−=τ
n

1k
2
k

n1

2

k
22

k
222

F

V

Dcos21n

sin1

F

V
2M , (167) 

 

és ez összhangban van korábbi tapasztalatainkkal is. 

 

 

3.3. Az áramlási modell javítása porózus adszoUEHQVVHO�W|OW|WW�FV �HVHWpQ 

 

7|OW|WW�FV|YHN��RV]ORSRN�HVHWpQ�D]�HO ] �IHMH]HWEHQ�NLIHMOHV]WHWW�PRGHOO�QHP�DG�HOIRJDGKDWy�

HUHGPpQ\W� D� WDUWy]NRGiVL� LG � VSHNWUXPUD�� DPL� pUWKHW � LV�� KLV]HQ� D� SyUXVRNED� EHKDWROW�

molekulákat csak nagyon lassan lehet kiöblíteni a UHQGV]HUE O��$� WDUWy]NRGiVL� LG � iWODJD�

lényegesen nagyobb, mint a térfogatáramból és az üres térfogatból számítható érték. 

 

Ilyen esetben valamennyi kaszkádelemet ki kell egészíteni a vizsgált molekulák számára 

KR]]iIpUKHW � SyUXVWpUIRJDWWDO�� $� UHQGV]HU� tJ\� D� NDV]NiGHOHPE O� pV� PLQGHQ� HOHPEHQ� NpW�
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fázisból áll. Ha egy molekula az i-edik kaszkádelemben a folyadék fázisban van, akkor azt 

mondjuk, hogy az Si� iOODSRWEDQ� YDQ�� PtJ� KD� XJ\DQD]RQ� NDV]NiGHOHPEHQ� OpY � W|OWHW�

pórusaiban bukkanunk rá, akkor állapota Sn+i. 

 

Rövid W� LG � DODWW� HJ\� PROHNXOD� P3 W� YDOyV]tQ VpJJHO� KDWRO� EH� D� NDV]NiGHOHPEHQ� OpY �

pórusokba, lés m3� Â W�YDOyV]tQ VpJJHO�V]DEDGXO�NL�RQQDQ��$��Q�PROHNXOD�iOODSRW�N|]|WWL�

kapcsolatot és a molekula mozgások intenzitását a 6. ábrán mutatjuk be. 

 

 

� � Q

P ��Pr s P ��Pr s P r

P s Ps

Q�� Q�� �Q

�P t P �t µ �P t P �t µ �P t P �t µ

 

 

 

6. ábra 

A molekulák lehetséges állapotai közötti kapcsolat 

és a molekulamozgások intenzitása 

 

Egy molekula természetesen adott valószín VpJJHO� WHWV] OHJHV� iOODSRWiEyO� EiUPHO\�

állapotba átmehet. Ez tulajdonképpen 2n×2n átmenet-YDOyV]tQ VpJ� PHJKDWiUR]iViW� WHV]L�

szükségessé. 

 

Különösebb részletezés nélkül a pi,j(t) átmenet-YDOyV]tQ VpJHNUH� YRQDWNR]y�

differenciálegyenletek j = 2, 3,…, n-1 esetén: 

 

 jn,i
3

1j,i2j,i3211j,i21
j,i p

m
pmp)mm2m(p)mm(

dt

dp
++− µ

++++−+= , (168) 
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míg j = n+1, n+2,…, 2n-re 

 

 j,i
3

nj,i3
j,i p

m
pm

dt

dp

µ
−= − . (169) 

 

Az S1 és Sn�iOODSRWED�YDOy�iWPHQHW�D�NDSFVROyGiVL�VpPD�DODSMiQ�LV�N�O|QE|]LN�D�W|EELW O��

ezért az erre vonatkozó differenciálegyenleteket külön írjuk fel: 

 

 1n,i
3

2,i21,i321
1,i p

m
pmp)mmm(

dt

dp
+µ

++++−=  (170) 

 

 n2,i
3

n,i3211n,i21
n,i p

m
p)mmm(p)mm(

dt

dp

µ
+++−+= −  (171) 

 

Ha a pi,j átmenet-YDOyV]tQ VpJHNHW� HJ\�PiWUL[� HOHPHLQHN� WHNLQWM�N�� DNNRU� D� �����«������

egyenletek egyetlen mátrix differenciálegyenletté foglalhatók össze: 

 

 n2dt

d
MP

P ⋅= , (172) 

 

ahol M2n az intenzitás függvények mátrixa: 

 

 






=

2221

1211n2

MM

MMM
 (173) 

 

M2n tulajdonképpen egy 2×�� KLSHUPiWUL[QDN� WHNLQWKHW �� PHO\QHN� Q×n-es blokkjait a 

N|YHWNH] NEHQ�DGMXN�PHJ� 

 

Legyen 

 a=m1+m2+m3, (174) 

 b=m1+2m2+m3, (175) 
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 c=m3�  , (176) 

 d=m1+m2, (177) 

 

akkor 

 

 

EMM 312

2

2

2

11 m

am0

db

bm

dbm

0da =

























−
−

−
−

−=

2
 (178) 

 

 EMEM cc 2221 −==  

 

A (172) differenciálegyenlet megoldását a függelék második fejezetében közöljük. Itt 

csupán az eredményt, illetve annak a továbbiak szempontjából fontos részét mutatjuk be. 

 

Ha a P átmenet-YDOyV]tQ VpJL�PiWUL[RW�D]�M2n�PiWUL[QDN�PHJIHOHO HQ�EORNNRNUD�ERQWMXN��

azaz 

 

 






=

2221

1211

PP

PPP
, (179) 

 

akkor a P11�EORNNRW�D�N|YHWNH] NpSSHQ�DGKDWMXN�PHJ� 

 

 P11=B W 〈fi〉 V B–1 (180) 

 

A kifejezés szinte teljesen megegyezik az (144) egyenlettel, a B, W, V mátrixok jelentése 

is azonos. Az egyetlen különbség a 〈 〉 zárójelekkel határolt diagonális mátrix elemeiben 

van. 

 

 



 61 

 

 
tq

2

b

i

ii
tq

2

b

i

ii
i

i
i

i
i

e
q2

cq
e

q2

cq
f






 +−





 −− ++−= , (181) 

 

ahol 

 

 cmb 3
*
ii ++λ= , (182) 

 

 c
2

b
c i

i −= , (183) 

 

 c
2

b
q *

i

2

i
i λ−





= , (184) 

 

 ( ) i22121
*
i cosmmm2m2m θ+−+=λ , (185) 

 

iθ  pedig a (159) egyenlet i-edik gyöke. 

 

7HNLQWYH�� KRJ\� D� NRQFHQWUiFLyW� FVDN�D�NLOpS � IRO\DGpNEDQ� WXGMXN�PpUQL�� pV� H]�D]RQRV�D]�

utolsó kaszkádelem koncentrációjával, minket csupán a P11 blokk p1,n eleme érdekel. 

 

 ∑
=

θ
β
β−=

n

1i
i2

i

i
2

nn,1 f
D

sin

n

2
p . (186) 

 

$�PRGHOO�V]HULQWL�NLOpS �NRQFHQWUiFLy 

 

 n,1
0

n pn
VA

N
c = . (187) 

 

$�WDUWy]NRGiVL�LG �V U VpJI�JJYpQ\H 
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 ∑
=

θ
β
β−==

n

1k
k2

k

k
2

nn,11 f
D

sin

V

F
2pm)t(f . (188) 

 

$�WDUWy]NRGiVL�LG �YiUKDWy�pUWpNH 

 

 [ ]
F

V
)1(

)cos21(

)1()1(

D

sin

n

2

F

V
TM

n

1k
2

k
2

22

2
k

k
2

n2
µ+=

θβ−β+
µ+β−θ

β
β−= ∑

=

. (189) 

 

/iWKDWy�� KRJ\� D� ������ HJ\HQOHWWHO� V]iPROW� WDUWy]NRGiVL� LG � PLQG|VV]H� HJ\� �� �

V]RU]yWpQ\H] YHO� WpU� HO� D� ������ HJ\HQOHWWHO� DGRWW�� D]� �UHV� WpUIRJDWEyO� pV� D]� iUDPOiVL�

VHEHVVpJE O�LV�V]iPtWKDWy�LG W O��(]�D�WpQ\�OHKHW VpJHW�DG� �HJ\V]HU �PHJKDWiUR]iViUD� 

 

 

3.4. Adszorpció tökéletesen kevert üstben szilárd oldali ellenállással 

 

$]�HO ] HNEHQ�NLpStWHWW�QN�HJ\�PRGHOOW��DPHO\�OHtUMD�D]�DGV]RUSFLyW�HJ\�W|NpOHWHVHQ�NHYHUW�

üstben az esetben, ha nem csak a fluid fázis, hanem a szilárdfázis koncentrációja is 

homogén. ÈOWDOiEDQ�D]RQEDQ�D�V]LOiUGIi]LV�QHP�WHNLQWKHW �KRPRJpQQHN��N�O|Q|VHQ�DNNRU�

QHP��KD�QDJ\REE�PpUHW �DGV]RUEHQV�V]HPFVpNHQ�YDOy�DGV]RUSFLyW�YL]VJiOXQN� 

 

$�V]LOiUGIi]LVEDQ�pV]OHOKHW �NRQFHQWUiFLyYiOWR]iVW�D�WRYiEELDNEDQ�~J\�YHVV]�N�ILJ\HOHPEH��

hogy a szilárdfi]LVW� NpW� QHP� HJ\HQO � NDSDFLWiV~� UpV]UH� RV]WMXN� IHO�� HJ\� N�OV � IHO�OHWL�

NDSDFLWiVUD�pV�HJ\�EHOV �ÄPDJ´�NDSDFLWiVUD� 

 

Egy molekula ezek szerint tartózkodhat a fluid fázisban, ilyenkor azt mondjuk, hogy az S1 

állapotban van, a felületi kapacitásban (S2 állapRW��� LOOHWYH�D�V]RUEHQV�EHOV �PDJMiEDQ��63 

iOODSRW���%iUPHO\LN�iOODSRWEDQ�D�NRQFHQWUiFLy�FVXSiQ�D]�LG �I�JJYpQ\H��7HUPpV]HWHVHQ��KD�

a szilárdfázist több részre osztanánk, akkor a folyamat pontosabb leírását kapnánk. Az 

HO Q\� D]RQEDQ�� DPLW� D� V]iPtWiV� QDJ\REE� SRQWRVViJD� MHOHQW�� QHP� V]iPRWWHY � D� PRGHOO�

megoldásában mutatkozó nehézségekhez képest. 
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Egy rövid W� LG LQWHUYDOOXPRW� WHNLQWYH� D� UHQGV]HUEHQ� D� N|YHWNH] � HVHPpQ\HNHW�

figyelhetjük meg: 

 

• (J\� D� W� LG SRQWEDQ� D� IOXLG� Ii]LVEDQ� OpY �PROHNXOD� iWPHJ\� D� IHO�OHWL� Uétegbe. Ennek 

YDOyV]tQ VpJH 

 

 )t(tm)t,tt(p)t,1tt,2(p 1212 ∆σ+∆=∆+=∆+  (190) 

 

• (J\�D�W�LG SRQWEDQ�D�IOXLG�Ii]LVEDQ�OpY �PROHNXOD� W�LGHLJ�D�KHO\V]ínen marad. Ennek 

YDOyV]tQ VpJH 

 

 )t(tm1)t,tt(p)t,1tt,1(p 1211 ∆σ+∆−=∆+=∆+  (191) 

 

• (J\�D�W�LG SRQWEDQ�D�IHO�OHWL�UpWHJEHQ�OpY �PROHNXOD� W�LG �DODtt átmegy a fluid fázisba. 

(QQHN�YDOyV]tQ VpJH 

 

 )t(tm)t,tt(p)t,2tt,1(p 2121 ∆σ+∆=∆+=∆+  (192) 

 

• (J\�D� W� LG SRQWEDQ�D� IHO�OHWL� UpWHJEHQ� OpY �PROHNXOD� W� LG � DODWW�PpO\HEEUH�KDWRO� D]�

DGV]RUEHQV�PDJMiED��(QQHN�YDOyV]tQ VpJH 

 

 )t(t)mm(1)t,tt(p)t,2tt,3(p 232123 ∆σ+∆+−=∆+=∆+  (193) 

 

 

 

• $�W�LG SRQWEDQ�D�IHO�OHWL�UpWHJEHQ�OpY �PROHNXOD� W�LGHLJ�D�KHO\V]ínen marad. A leíró 

YDOyV]tQ VpJ 

 

 )t(t)mm(1)t,tt(p)t,2tt,2(p 232122 ∆σ+∆+−=∆+=∆+  (194) 
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• (J\� D]� DGV]RUEHQV� PDJMiEDQ� OpY � PROHNXOD� W� LG � DODWW� iWNHU�O� D� IHO�OHWL� UpWHJEH��

(QQHN�YDOyV]tQ VpJH 

 

 )t(tm)t,tt(p)t,3tt,2(p 3232 ∆σ+∆=∆+=∆+  (195) 

 

• Végül� D� W� LG SRQWEDQ� D� PDJEDQ� OpY � PROHNXOD� W� LGHLJ� D� PDJEDQ� PDUDG�� $� OHíró 

YDOyV]tQ VpJ 

 

 )t(tm1)t,tt(p)t,3tt,3(p 3233 ∆σ+∆−=∆+=∆+  (196) 

 

(]HNUH� D]� LQWHQ]LWiV� I�JJYpQ\HNUH� WiPDV]NRGYD� D]� iWPHQHWL� YDOyV]tQ VpJHNUH�YRQDWNR]y�

differenciálegyenlet mátrix alakban: 

 

 MP
P =

dt

d
 (197) 

 

ahol az intenzitás függvények mátrixa 

 

 

















−
−−

−=

3232

23232121

1212

mm0

mmmm

0mmM

 (198) 

 

és a kezdeti feltétel P(0) = E. A P mátrix pi,j�HOHPHLUH�LJD]�D�N|YHWNH] �HJ\HQO VpJ 

 

 )0,t(p)t(p j,ij,i = . (199) 

 

Vagyis a P�PiWUL[�DQQDN�YDOyV]tQ VpJpW�DGMD��KRJ\�HJ\�PROHNXOD�D����W��LG LQWHUYDOOXPEDQ�

az Si állapotból az Sj állapotba kerül. A (111) differenciálegyenlet megoldása 

 

 ∑
=

λ=
3

1i

t
i

ieLP , (200) 
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DKRO� i a karakterisztikus egyenlet i-edik gyöke, Li pedig az úgynevezett Lagrange féle 

mátrix polinom. A karakterisztikus egyenlet pedig 

 

 0)mmmmmm()mmmm( 322132122312
2

32232112
3 =λ+++λ++++λ . (201) 

 

Megoldva ezt az egyenletet a gyökök rendre 

 

 01 =λ , (202) 

 
2

s)mmmm( q32232112
2

++++−
=λ , (203) 

 
2

s)mmmm( q32232112
3

−+++−
=λ , (204) 

 ( ) ( )322132122312
2

32232112q mmmmmm4mmmms ++−+++= . (205) 

 

Az Li LagrangH�IpOH�PiWUL[�SROLQRPRNDW�D�N|YHWNH] NpSSHQ�tUKDWMXN�IHO� 

 

 


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




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
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++
=

231223122312

321232123212

322132213221
322132122312

T
1

mmmmmm

mmmmmm

mmmmmmmmmmmm

1
L

, (206) 

 



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+λ−−λ+−+λ

+λ++λ−λ
=
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)m(mmmmm)mm()m(m
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1
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
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
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
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
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+λ−−λ+−+λ
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Ezek után például a p11�W��iWPHQHWYDOyV]tQ VpJ 
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t

q3

3223312t

q2

3223212

322132122312

3221
11

32 e
s

)mm(m
e

s

mm(m

mmmmmm

mm
)t(p λλ

λ
++λ+

λ
++λ−

++
= . 

 

+D� YDODPHQQ\L� HUHGHWLOHJ� MHOHQOpY � 10 molekula a fluid fázisban volt a vizsgálat 

NH]GHWHNRU��DNNRU�D�IOXLG�Ii]LVEDQ�OpY �PROHNXODV]iP�0> 1] várható értéke 

 

 [ ] )t(pNM 1101 =ν  (210) 

 

Az Avogadró szám és a fázis V térfogatának figyelembevételével a koncentráció várható 

értékét kapjuk 

 

 [ ] 11011
0 pCp
AV

N
cM ==  (211) 

 

 

3.5. Adszorpció egy állóágyas adszorberben, áttörési görbe számítása 

 

$]� HO ] � IHMH]HWEHQ� NLIHMOHV]WHWW�QN� HJ\� PRGHOOW�� DPHO\� DONDOPDV� DUUD�� KRJ\� OHtUMD� D�

PROHNXODPR]JiVRNDW� HJ\� iOOyiJ\DV� W|OW|WW� RV]ORSEDQ�� 7RYiEEi� HWW O� I�JJHWOenül egy 

másikat, amely egy tökéletesen kevert üstben képes leírni az adszorpciós kinetikát. 

 

Most próbáljunk meg a két modell együttes alkalmazásával leírni egy állóágyas adszorbert. 

Ennek érdekében a Va üres térfogatú és Ma� W|PHJ � DGV]RUEHQVW� WDUWDOPD]y�adszorbert a 

KRVV]�PHQWpQ�Q�HJ\HQO �UpV]UH�RV]WMXN��+D�D]�DGV]RUSFLy�NLQHWLNDL�YL]VJiODWDLQNDW�HJ\�9ü 

térfogatú fluidumot és Mü�W|PHJ �DGV]RUEHQVW�WDUWDOPD]y��VWEHQ�YpJH]W�N��pV�D]�tJ\�Q\HUW�

adatokat fel kívánjuk használni az állóágyas adszorber leírásához��DNNRU�HO V]|U�D�YL]VJiOW�

adszorber keresztmetszetét gondolatban – az áramlási sebesség megtartása mellett –

akkorára növeljük, hogy egy kaszkádelem éppen annyi fluid fázist tartalmazzon, mint 

amennyi a tökéletesen kevert üstben volt. Ez a keresztmetszet n Vü/Va-szoros megnövelését 

jelenti. Ilyenkor természetesen Ma⋅n⋅Vü/Va adszorbens lesz egy kaszkádelemben, ami k-

szor több, mint amennyi eredetileg az üstben volt 
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ü

a

a

ü

M

M

V

V
nk = . (212) 

 

A térfogatáram (n⋅Vü/Va)·F lesz. Hogy megtarthassuk az áramlás leírására kifejlesztett 

modell paramétereit, most nem N0� PROHNXOiW� WpWHOH]�QN� IHO� D� QXOOD� LG SRQWEDQ� D]� HOV �

NDV]NiGHOHPEHQ�OpY �IOXLGXPEDQ��KDQHP��QÂ9ü/Va)·N0-t. 

 

Egy-egy kaszkádelem ezek után Vü térfogatú fluidumot, egy felületi adszorpciós kapacitást 

pV� HJ\� EHOV � DGV]RUSFLyV� NDSDFLWiVW� WDUWDOPD]�� (]� XWyEEL� NHWW � N-szor akkora, mint 

amekkora az üstben volt. 

 

 

� L�� L L�� Q

� � N

Q�L

�Q�L

P ���Pu v P ���Pu v P ���Pu v P ���Pu v P u

P v P v P v P v
NP w

P w

P x P y

NP z
P z

 

 

7. ábra. 

A fázisok közötti kapcsolat és a molekula mozgások intenzitásai. 

 

 

Az i-edik kaszkádelem fluid fázisában tartózkodó molekuláról azt mondjuk, hogy Si 

állapotban van. Ha a molekula ugyanebben a kaszkádelemben a felületi réteg k-ad részében 
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tartózkodik, akkor állapota Sn+i��PtJ�KD�D�EHOV �DGV]RUSFLyV�NDSDFLWiV�N-DG�UpV]pEHQ�OHOKHW �

fel, akkor az S2n+i állapotban van. 

 

$�PROHNXOiN�PR]JiViW�LOOHW HQ�D]�6i�iOODSRWEDQ�OpY �PROHNXOD�iWPHKHW�D]�6i+1, az Si-1 és a 

N�GDUDE�HJ\HQpUWpN �6n+i állapot bármelyikébe, míg az Sn+i állapotból az Si, illetve az S2n+i 

állapotokba kerülhet. 

 

$�EHOV �NDSDFLWiVEyO��62n+i állapot) azonban csak a felületi kapacitás irányába van szabad 

mozgás. A molekula egyes állapotai közötti kapcsolatokat és a molekulamozgások 

intenzitását a 7. ábrán mutatjuk be. 

 

$�PROHNXOiN�D]�HOV �NDV]NiGHOHPHQ�NHUHV]W�O�OpSQHN�EH�D�UHQGV]HUEH��pV�D]�XWROVy�HOHPHQ�

keresztül távoznak. 

 

A molekulamozgások egy rövid (t,t+ W�� LG LQWHUYDOOXP� DODWW� D� N|YHWNH] �

YDOyV]tQ VpJHNNHO�PHQQHN�YpJEH� 

 

• Egy az Si� iOODSRWEDQ� OpY � PROHNXOD pi,i+1� YDOyV]tQ VpJJHO� PHJ\� iW� D]� 6i+1 állapotba 

i=1,2,…,n-1  

 pi,i+1�W��� W�W�� ��P1 + m2� W��� � W�� (213) 

Itt m1 és m2 jelentése ugyanaz, mint a 3.2. és 3.3. fejezetekben. 

• Egy az Sn�iOODSRWEDQ�OpY �PROHNXOD�Sn,3n+1�YDOyV]tQ VpJJHO�KDJ\MD�HO�D�UHQGV]HUW:  

 pn,3n+1�W� W�W� P1 W� W� (214) 

• Egy az Si iOODSRWEDQ� OpY �PROHNXOD� Si,i-1 � YDOyV]tQ VpJJHO�PHJ\� iW� D]�6i-1  (i=2,…,n) 

állapotba  

 pi,i+1�W� W�W� P2 W� � W�� (215) 

• Egy az Si�iOODSRWEDQ�OpY �PROHNXOD�Si,n+i�YDOyV]tQ VpJJHO�PHJ\�iW�D�N�GDUDE��HJ\PiVWyO�

nem megkülönböztetett) Sn+i (i=1,2,…,n) állapotok valamelyikébe.  

 pi,n+i�W� W�W� P3 W� � W�� (216) 
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ahol m3 jelentése ugyanaz, mint a 3.4. fejezetben az m12-é. 

• Egy molekula pi,i�YDOyV]tQ VpJJHO�PDUDG� W� LGHLJ�D]�6i állapotban. Mivel ehhez az is 

szükséges, hogy ne kerüljön a k darab Sn+i (i=2,3,…,n-1) állapot egyikébe sem, az m3 a 

kifejezésben k-szoros súllyal fog szerepelni.  

 pi,i�W� W�W� �–(m1+2m2+km3� W� � W� �–E W�� � W�� (217) 

illetve, ha i = 1 vagy i = n, akkor  

 pi,i�W� W�W� �–(m1+m2+km3� W� � W� �–D W�� � W�� (218) 

• Egy Sn+i� iOODSRWEDQ� OpY � PROHNXOD� Sn+i,i YDOyV]tQ VpJJHO� PHJ\� iW� D]� 6i állapotba. 

i=1,2,…,n.  

 pn+i,i�W� W�W� P4� W�� � W�� (219) 

ahol m4 jelentése ugyanaz, mint az m21-é. 

• Egy molekula az Sn+i állapotból pn+i,2n+i�YDOyV]tQ VpJJHO�PHJ\�iW�D] S2n+i (i=1,2,…,n) 

állapotba.  

 pn+i,2n+i�W� W�W� P5� W�� � W�� (220) 

ahol m5 jelentése megegyezik az m23 jelentésével. 

• Egy molekula pn+i,n+i� YDOyV]tQ VpJJHO� PDUDG� D]� 6n+i (i=1,2,…,n) állapotban a W�

LG LQWHUYDOOXP�DODWW�  

 
)t(tc1

)t(t)mm(1)t,tt(p 54in,in

∆σ+∆−=
=∆σ+∆+−=∆+++ . (221) 

• Egy molekula p2n+i,n+i�YDOyV]tQ VpJJHO�PHJ\�iW�D]�62n+i (i=1,2,…,n) állapotból az Sn+i 

állapotba..  

 p2n+i,n+i�W� W�W� P6 W� � W�� (222) 

ahol m6 jelentése ugyanaz, mint m32-é. 
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• Végül egy molekula p2n+i,2n+i�YDOyV]tQ VpJJHO�PDUDG�D]�62n+i (i=1,2,…,n) állapotban. 

 p2n+i,2n+i�W� W�W� �–m6 W� � W�� (223) 

 

Jelöljük pi,j(t)-YHO�D]W�D�YDOyV]tQ VpJHW��KRJ\�HJ\�PROHNXOD��DPHO\�D�]pUXV�LG SRQWEDQ�D]�6i 

iOODSRWEDQ�YROW�D�W�LG SRQWEDQ�D]�6j állapotban lesz. 

 

Ezek után az az esemény, hogy egy molekula a (0,t+ W��LG LQWHUYallumban az Si állapotból 

az Sj állapotba kerül, j-W O�I�JJ HQ�D�N|YHWNH] NpSSHQ�W|UWpQKHW�PHJ� 

 

1.) j=1 

 

$� YL]VJiOW� PROHNXOD� D� W� LG SRQWUD� PiU� D]� HOV � NDV]NiGHOHP� IRO\DGpNIi]LViED� NHU�O� �61 

állapot), és a továbbiakban ott is marad, vagy a vizsgált molekula az S2 állapotba kerül a t 

LG SRQWUD��pV�D�KiWUDOpY � W�LG �DODWW�iWPHJ\�D]�61�iOODSRWED��GH�HONpS]HOKHW �D]�LV��KRJ\�D�

YL]VJiOW�PROHNXOD�D� W� LG SRQWUD�YDODPHO\LN�6n+1 állapotba kerül, és onnan megy át az S1 

állapotba. Tekintve, hogy k darab Sn+1 állapot van, ez utóbbi eseménynek k-szoros súllyal 

kell szerepelnie. Mindez egyenlettel kifejezve: 

 

 { } )t(tm)t(pktm)t(pta1)t(p)tt(p 41n,i22,i1,i1,i ∆σ+∆⋅⋅+∆+∆−=∆+ + . (224) 

 

 

2.)  j=2,3,…,n–1 

 

Egy molekula úgy kerülhet a t+ W� LG SRQWUD� D]� 6i állapotból az Sj állapotba, hogy a t 

LG SRQWUD�D]�6j-1 állapotba kerül, aztán átmegy az Sj állapotba. De odakerülhet úgy is, hogy 

D� W� LG SRQWUD�PiU�D]�6j állapotba került, és W� LGHLJ� RWW� LV�PDUDG�� YDJ\�D]�6n+j állapotok 

YDODPHO\LNpE O�PHJ\�iW�D]�6j állapotba, vagy – végül –�D�W�LG SRQWUD�D]�6j+1 állapotba kerül, 

és onnan visszalép az Sj állapotba. Mindez egyenlettel: 
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{ }

)t(t)t(pmktm)t(p

tb1)t(pt)mm)(t(p)tt(p

jn,i421j,i

j,i211j,ij,i

∆σ+∆⋅⋅⋅+∆⋅

+∆−+∆+=∆+

++

−
. (225) 

 

 

3.)  j=n 

 

Egy molekula úgy kerülhet a t+ W�LG SLOODQDWUD�D�6n�iOODSRWED��KRJ\�D�W�LG SRQWEDQ�pSSHQ�

az Sn-1 állapotba jut, és onnan átmegy az Sn� iOODSRWED�� YDJ\� D� W� LG SLllanatra már az Sn 

állapotba kerül, és W�LGHLJ�RWW�LV�PDUDG��YDJ\�D]�62n állapot valamelyikébe kerül, és onnan 

megy át az Sn állapotba. Egyenlettel: 

 

 
{ }

)t(tm)t(pk

ta1)t(pt)mm)(t(p)tt(p

4n2,i

n,i211n,in,i

∆σ+∆⋅⋅
+∆−+∆+=∆+ −

. (226) 

 

 

4.)  j=n+1,n+2,…,n+n, illetve j=n+l, ahol l = 1,2,…,n 

 

Egy molekula úgy kerül a t+ W� LG UH� D]� 6j=Sn+l állapotok valamelyikébe, hogy a t 

LG SRQWEDQ� D� 6l állapotba van, és onnan átmegy az Sn+l állapotba, vagy már a t 

LG SLOODQDWEDQ� D� KHO\V]tQHQ� YDQ�� pV� W� LGHLJ� RWW� LV�PDUDG�� YDJ\� D�PDJEól (S2n+l állapot) 

megy át a felületi kapacitásba. Mindez egyenlettel kifejezve: 

 

 
{ }

)t(tm)t(p

tc1)t(ptm)t(p)tt(p

6ln2,i

ln,i3l,iln,i

∆σ+∆⋅⋅
+∆−+∆=∆+

+

++
. (227) 

 

5.)  j=2n+1,2n+2,…,2n+n, illetve j=2n+l, ahol l=1,2,…,n 

 

Végül egy molekulát akkor találunk a t+ W�LG EHQ�D�ÄPDJEDQ´��KD�D�W�LG SRQWEDQ�D�IHO�OHWL�

kapacitásban van, és onnan W� LG � DODWW� iWPHJ\� D�PDJED�� YDJ\� D� W� LG SLOODQDWEDQ�PiU� D�

magban van, és W�LGHLJ�Pég ott is marad. Egyenlettel ez: 

 

 { } )t(tm1)t(ptm)t(p)tt(p 6ln2,i5ln,iln2,i ∆σ+∆−+∆=∆+ +++ . (228) 
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$� W�]pUXVKR]�WDUWiViYDO�D������«������HJ\HQOHWHN�D�N|YHWNH] �DODNRW�|OWLN� 

 

 

 1n,i42,i21,i
1,i pmkpmpa

dt

dp
+++−= , (229) 

 

 jn,i41j,i21j,i21j,i
j,i pmkpmp)mm(pb

dt

dp
++− ⋅++++⋅−= , (230) 

 

 n2,i41n,i21n,i
n,i pmkp)mm(pa

dt

dp
⋅+++⋅−= − , (231) 

 

 ln,iln2,i6l,i3
ln,i pcpmpm

dt

dp
++

+ ⋅−+= , (232) 

 

 ln2,i6ln,i5
ln2,i pmpm

dt

dp
++

+ −= . (233) 

 

 

A (229,…,233) egyenleteket megjeleníthetjük mátrixos formában is: 

 

 

 
n3

3332

232221

1211dt

d
MP

MM0

MMM

0MMP
P

=















=

. (234) 

 

 

Az M3n hipermátrix egyes blokkjai n×n-es mátrixokat reprezentálnak. A (234) egyenlet 

UpV]OHWHVHEEHQ�D�N|YHWNH] NpSSHQ�tUKDWy���$]�P1+m2 összeget, ahogy azt a 2. függelékben 

is tettük, d-vel jelöljük!) 
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











































−

−
−

−

−
−

−

−
−×=

66

66

66

54

54

54

32

32

3

mm0

mm0

mm0

mckm

mckm

mckm

0mam

d

0mlm

0mda
dt

d

222

222

222

P
P

 (235) 

 

 

Kiemelve –βG�WpQ\H] W�pV�D�B hipermátrixot, illetve ennek inverzét, a (235) egyenletet így 

is írhatjuk: 

 

 















































β−=β−=

−

−

−−

1
33

1
22

1
11

*
33

*
32

*
23

*
22

*
21

*
12

*
11

33

22

11

1*
n3 dd

dt

d

B

B

B

MM0

MMM

0MM

B

B

BPBMBP
P

, 

 

  (236) 

ahol 

 

 

 























β

β
β

β===

−1n

2

1

0
332211

2

BBB

; (237) 
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;;
d

m
;

*a1

1*b

*b1

1*a *
13

3*
12

*
11 E0MEMM =

β
−=























−
−

−
−=

2  (238) 

 

 ;
d

m
;

d

c
;

d

km 5*
23

*
22

4*
21 EMEMEM

β
−=

β
−=

β
−=  (239) 

 

 ;
d

m
;

d

m
; 6*

33
4*

32
*
31 EMEME0M

β
−=

β
−==  (240) 

és 

 
21

2

mm

m
;

d

b
*b;

d

a
*a

+
=β

β
=

β
= , (241) 

 

E pedig az n×n-es egységmátrix. 

 

$�������HJ\HQOHW�PHJROGiVD�IRUPiOLVDQ�D�N|YHWNH] � 

 

 ( ) 1*
n3 tdexp −β−= BMBP . (242) 

 

Ez a megoldás kielégíti a P(0)=E3n kezdeti feltételt is. 

 

Ugyanakkor az *
n3M  hipermátrix *

1,1M  elemét felírhatjuk a sajátvektorok és sajátértékek 

VHJtWVpJpYHO�D�N|YHWNH] NpSSHQ� 

 

 ∑ ∑
= =

λ=λ=
n

1i

n

1i

*
ii

*
i

T
ii

*
11 LvwM , (243) 

ahol 

 ( ) i321
*
i cos2kmm2m

d

1 θ−++
β

=λ  (244) 
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és θi a (149) egyenlet i-edik gyöke. 

 

Tudva azt, hogy az Li mátrixpolinomok összege az egységmátrixot adja, a (242) megoldást 

PHJMHOHQtWKHWM�N�D�N|YHWNH] �PyGRQ�LV� 

 

 

{ } 1

i6i6

i5ii4

i3i
*
i

mm

mckm

mdtexp −

















−
−

λβ−⋅=

∑∑
∑∑∑

∑∑ B

LL0

LLL

0LLBP

 (245) 

 

A mátrixok direkt szorzatára vonatkozó szabályokat fölhasználva 

 

 

1
i

66

54

3
*
i

mm0

mckm

0mdtexp −















 ⋅×

















−
−

βλ−⋅= ∑ BLBP

, (246) 

 

 { } 1
n

1i
iitexp −

=




 ⋅×= ∑ BLABP , (247) 

 

ahol 

 

 

.cosd2m2ma,

mm0

mmmkm

0mkma i21i

66

5544

33ii θβ−+=

















−
−−

+−=A

 (248) 

 

Az Ai mátrix karakterisztikus egyenlete  

 

 
( )
( ) ( ){ } 0mmammmmkmmmma

mmmkma

64ii64653654i

2
i6543i

3
i

=+ξ++++++
ξ+++++ξ

. (249) 

 

Ha a karakterisztikus egyenlet gyökeit ξi1, ξi2 és ξi3-PDO�MHO|OM�N��DNNRU�D�PHJIHOHO �PiWUL[-

polinomok: 
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( )( )

( )( )3i1i2i1i

3ii2ii
1i ξ−ξξ−ξ

ξ−ξ−= EAEA
L , (250) 

 

 
( )( )
( )( )3i2i1i2i

3ii1ii
2i ξ−ξξ−ξ

ξ−ξ−= EAEA
L , (251) 

 

 
( )( )
( )( )2i3i1i3i

2ii1ii
3i ξ−ξξ−ξ

ξ−ξ−= EAEA
L . (252) 

 

Felhasználva a sajátértékeket és a Lagrange-féle mátrix-polinomokat, a (247) megoldás a 

N|YHWNH] �DODNEDQ�tUKDWy�IHO� 

 

 1
n

1i
i3i

t
2i

t
1i

t xeee 3i2i1i −

=

ξξξ







 ⋅++= ∑ BLLLLBP . (253) 

 

Minket azonban nem az összes átmenet-YDOyV]tQ VpJ� pUGHNHO�� KDQHP� FVak az, hogy egy 

molekula milyen pj�W��YDOyV]tQ VpJJHO�OHOKHW �IHO�HJ\�DGRWW�6j állapotban, feltéve, ha a zérus 

LG SRQWEDQ� D� PROHNXOiN� D]� HJ\HV� 6i állapotokban pi���� YDOyV]tQ VpJJHO� IRUGXOWDN� HO ��

Tudjuk, hogy 

 

 1)0(pk)0(pk)0(p
n3

1n2i
i

n2

1ni
i

n

1i
i =++ ∑∑∑

+=+==

. (254) 

 

A (254) összefüggésben minden kaszkádelemben k darab egyforma felületi és k darab 

egyforma magkapacitást különböztetünk meg. 

 

A kezdeti eloszlás és az átmenet-YDOyV]tQ VpJHN� LVPHUHWpEHQ� Sj�W�� D� N|YHWNH] NpSSHQ�

adható meg: 

 

 ∑∑∑
=

++
=

++
=

++=
n

1i
in2j,in2

n

1i
inj,in

n

1i
iijj )0(ppk)0(ppk)0(pp)t(p . (255) 
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Ha a zérus id SLOODQDWEDQ�YDODPHQQ\L�PROHNXOD�D]�61 állapotban volt, akkor: 

 p1(0) = 1  

   (256) 

 pi(0) = 0       i≠1 

 

pV�D�������|VV]HI�JJpV�D]�DOiEEL�HJ\V]HU �DODNUD�UHGXNiOyGLN� 

 

 pj(t) = p1,j(t). (257) 

 

Az (n⋅Vü/Va)N0 darab induló molekulát tekintve a νn molekula szám várható értéke az Sn 

állapotban 

 

 M[νn]=(n Vü/Va) N0 p1n(t). (258) 

 

A koncentráció várható értéke az utolsó kaszkádelem fluid fázisában pedig az A Avogadró 

szám és Vü fázistérfogat figyelembevételével: 

 

 [ ] )t(pN
AV

n
cM n10

a
k = , (259) 

 

ami egyben a kilpS �NRQFHQWUiFLy�LV� 

 

Ezek után látszik, hogy a (253) megoldás: P hipermátrixából a P11 blokk p1n eleme a fontos 

D�NLOpS �NRQFHQWUiFLy�PHJKDWiUR]iViKR]� 

 

A P11 blokk meghatározásához azonban elég ismernünk az Li1, Li2, Li3 mátrixok (1,1) 

elemét. Jelöljük ezeket rendre li1, li2 és li3-al. 

 

 
( ) ( )( )

( ) 3i2i1i3i2i
2
1i

3i2i3i3i2i43
2

3i
1i

kmakmmkma
l

ξξ+ξξ+ξ−ξ
ξξ++ξ+ξ+++

= , (260) 
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( ) ( )( )

( ) 3i1i123i1i
2
2i

3i1i3i3i1i43
2

3i
2i

kmakmmkma
l

ξξ+ξξ+ξ−ξ
ξξ++ξ+ξ+++

= , (261) 

 

 
( ) ( )( )

( ) 1i2i3i1i2i
2
13

2i1i3i2i1i43
2

3i
3i

kmakmmkma
l

ξξ+ξξ+ξ−ξ
ξξ++ξ+ξ+++

= . (262) 

 

Így 

 

 1
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és 
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ahol Θi és 2
iD  jelentése ugyaQD]��PLQW�D]�HO ] �IHMH]HWHNEHQ� 

 

Az adszorber leírására eddig kifejlesztett modell legfeljebb egyetlen kromatográfiás csúcsot 

NpSHV� OHtUQL�� KLV]HQ�PLQGHQ� V]iPXQNUD� pUGHNHV�PROHNXOD�'LUDF� LPSXO]XVV]HU HQ� D� ]pUXV�

LG SRQWEDQ�NHU�OW�D]�HOV �NDV]NiGHOHPEHQ�OpY �IOXLG�Ii]LVED� 

 

Folytonos betáplálás esetén a (τ,τ+dτ�� LG LQWHUYDOOXPEDQ� D]� HOV � NDV]NiGHOHPEH�

τ⋅ dAcF)V/Vn( 0aü  molekula lép be. Ezen molekulákból bármelyik csak úgy hagyhatja 

HO�D��W�W�GW��LG LQWHUYDOOXPEDQ�D�UHQGV]HUW��KD�D]�D�W�LG EHQ�D]�XWROVy�NDV]NiGHOHPEHQ�OpY �

IRO\DGpNEDQ� YDQ�� pV� D]WiQ� WiYR]LN�� (QQHN� YDOyV]tQ VpJH� dtm)t(p 1n,1 ⋅τ− . A (τ,τ+dτ) 

LG LQWHUYDOOXPEDQ�EHOpSHWW�PROHNXOiN�N|]�O�D��W�W�GW��LQWHUYDOOXP�DODWW�YiUKDWyDQ 

 

 dtm)t(pdAcF)V/Vn( 1n10aü ⋅τ−⋅τ  

 

WiYR]LN��8J\DQH]HQ�LG �DODWW�D�WiYRzó fluidum térfogata 
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 dtF)V/Vn( aü  

 

ËJ\�D�NLOpS �iUDP�NRQFHQWUiFLyMiKR]�D�τ�LG EHQ�Gτ�LG LQWHUYDOOXPEDQ�EHOpS �DGV]RUEHiWXP�

molekulák )t(pdmc n110 τ−τ  értékkel járul hozzá. Minden τ� LG W� ILJ\HOHPEH� YpYH� D�

koncentráció folytonos betáplálás esetén várhatóan 
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lesz. A (265) összefüggés lényegében az áttörési görbe egyenlete. 

 

 

3.6. Az intenzitás függvények meghatározása 

 

$]�HO ] �IHMH]HWHNEHQ�OHYH]HWHWW�PDWHPDWLNDL�PRGHOOW�PRGHOOHN�SDraméterei, az intenzitás 

I�JJYpQ\HN� HJ\HO UH� LVPHUHWOHQHN��(EEHQ� D� IHMH]HWEHQ�PHJYL]VJiOMXN�� KRJ\� H]HN�PLO\HQ�

NDSFVRODWEDQ�YDQQDN�D]�DGV]RUEHUHN�LVPHUW�IL]LNDL�MHOOHP] LYHO��pV�EHPXWDWMXN��PLNpQW�NHOO�

meghatározni azokat az intenzitásfüggvényeket, amelyek nem kapcsolódnak már ismert 

fizikai-kémiai tulajdonságokhoz. 

 

)RJODONR]]XQN� HO V]|U� D� OHJHJ\V]HU EE� HVHWWHO�� DPLNRU� HJ\� KRPRJpQ� V]LOiUG� V]RUEHQV�

érintkezik egy ugyancsak homogén fluid fázissal (3.1. fejezet). Ilyenkor, ha a szorbens 

eredetileg nem tartalmazott adszorbeátumot a fluid fázis koncentrációjának várható értéke 

a (131) egyenlet szerint alakul, azaz 

 

 { }t)mm(
1221

2112

0 2112emm
mm

c
c +−+

+
= . (266) 
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A c0 kezdeti koncentrációt ismertnek feltételezve, az egyenlet két ismeretlen paramétert 

tartalmaz, az m12 és m21 intenzitásfüggvényt. Ezek meghatározásához vizsgáljuk meg a 

t=��LG EHQ�NLDODNXOy�HJ\HQV~O\L�IRO\DGpN�NRQFHQWUiFLyW��$�PRGHOO�SDUDPpWHUHLYHO�H]� 

 

 

21

12

0

2112

210

m

m
1

c

mm

mc
c

+
=

+
−=∞ . (267) 

 

Ugyanezt a koncentrációt kiszámíthatjuk az adszorpciós izoterma ismeretében is. Lineáris 

DGV]RUSFLyV�L]RWHUPD�HVHWpQ�HJ\IHO O 

 

 ∞∞ = cKq , (268) 

 

PiVIHO O�YLV]RQW�D�NRPSRQHQV�PpUOHJ�V]HULQW 

 

 ∞∞ += MqVcVc0 . (269) 

 

Itt 

V a fluid fázis térfogata, dm3 

c0 a kezdeti koncentráció, mmol/l 

c {  az egyensúlyi koncentráció, mmol/l 

M az adszorbens tömege, g 

q {  az adszorbens fázis egyensúlyi koncentrációja, mmol/g 

K az egyensúlyi izoterma meredeksége, dm3/g 

 

A (268) és (269) alapján 

 

 
K

V

M
1

c
c 0

+
=∞  (270) 

 

(267) és (270) egyenletet összehasonlítva azt kapjuk, hogy 
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 .K
V

M

m

m

21

12 =  (271) 

 

A (271) egyenlet meghatározza az intenzitásfüggvények arányát. A két intenzitásfüggvény 

meghatározásához szükségünk van még egy egyenletre. Ez lehet például az adszorpció 

kezdeti sebességére vonatkozó kifejezés is. 

 

A (266) egyenlet deriválásával azt kapjuk, hogy 

 

 .m)0(
dt

dc

c

1
12

0

−=  (272) 

 

9DJ\LV� D]� DGV]RUSFLy� VRUiQ� PpUW� IOXLGXP� NRQFHQWUiFLy� NH]GHWL� LUiQ\WDQJHQVpE O�

közvetlenül meghatározható az m12 intenzitás. A (271) és (272) egyenletekkel adott 

intenzitásfüggvényekkel számolva a (266) egyenlet helyesen írja le az adszorpció kezdeti 

V]DNDV]iW�pV�D]�HJ\HQV~O\L�iOODSRWRW��$�N|]WHV�iOODSRWRNEDQ�D]RQEDQ�MHOHQW V�HOWpUpVHNHW�LV�

észlelhetünk, mivel ez a modell nyilvánvalóan nem képes leírni a szilárd fázisban 

HJ\pENpQW�PHJOpY  koncentrációeloszlást. 

 

A matematikai modell finomítására a szilárd fázist két –� QHP� HJ\HQO � – kapacitásra 

osztottuk (3.4. fejezet). Ilyenkor, kezdetben üres adszorber esetén a folyadékfázis 

koncentrációját leíró egyenlet 
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ahol 

 

 
( )
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smmmm q32232112
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=λ , (274) 
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( )

2

smmmm q32232112
3

−+++−
=λ , (275) 

 

 ( ) ( )322132122312
2

32232112q mmmmmm4mmmms ++−+++= . (276) 

 

7HJ\�N�IHO��KRJ\�D�N�OV �IHO�OHWL� UpWHJ�NDSDFLWiVD�D�V]LOiUG�Ii]LV� WHOMHV�NDSDFLWiViQDN�M-ed 

része. Ha Q | -QHO� MHO|OM�N� D� V]LOiUG� Ii]LVEDQ� OpY � |VV]HV� molekulák számának várható 

pUWpNpW�HJ\HQV~O\EDQ��DNNRU�HEE O�D�IHO�OHWL�UpWHJEHQ�WDUWy]NRGLN 

 

 )(pN
j

Q
Q 120F ∞== ∞ , (277) 

 

a szilárd fázis belsejében pedig 

 

 )(pNQ
j

1j
Q 130H ∞=−= ∞ . (278) 

 

(]�XWyEEL�NpW�HJ\HQOHWE O 

 

 )(p)1j()(p 1213 ∞−=∞ . (279) 

 

A (200) megoldásból az L2 és L3�/DJUDQJH�IpOH�PiWUL[�SROLQRPRN�D]�LG YHO�HOHQ\pV]QHN��D�

maradék L1�PHJIHOHO �HOHPHLQHN�IHOKDV]QiOiViYDO�D�������HJ\HQOHW�D�N|YHWNH] �PHJN|WpVW�

eredményezi az intenzitásfüggvényekre nézve: 

 

 3223 m)1j(m −= . (280) 

 

A (270) egyenlet a jelenlegi körülmények között is igaz. A (270), a (280) és a (273) 

HJ\HQOHWHNE O�HJ\�~MDEE�PHJN|WpVKH]�MXWXQN��DPL 

 

 1221 mj
MK

V
m = . (281) 
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7RYiEEL�NRUOiWR]iVW�MHOHQW��KD�HO tUMXN��KRJ\�D�PRGHOO�NRQFHQWUiFLy�YiOWR]iViQDN�VHEHVVpJH�

a zpUXV�LG SRQWEDQ�HJ\H]]HQ�PHJ�D�WpQ\OHJHV�VHEHVVpJJHO��(]�HJ\HQOHWWHO�NLIHMH]YH 

 

 12
0

m)0(c
dt

d

c

1 −= . (282) 

 

Így az öt paraméterre (j, m12, m21, m23, m32) három egyenletünk van, ez azt jelenti, hogy két 

paraméter (például a j és m32) megválasztásával valamennyi paraméter adottá válik. A két 

V]DEDG� SDUDPpWHUW� FpOV]HU HQ� PpUpVL� DGDWRNEyO� EHFV�OKHWM�N� D� OHJNLVHEE� KLEDQpJ\]HWHN�

módszerével. 
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8. ábra 

CH3-CCl3 adszorpciós izotermája aktív szénen 20 oC-on 

 

 

 

A modell használhatóságának illusztrálására megvizsgáltuk a CH3-CCl3 adszorpcióját 

YL]HV� N|]HJE O� DNWtY� V]pQHQ�� $� WULNOyUHWiQ� DGV]RUSFLyV� L]RWHUPiMD� D� YL]VJiOW�

koncentrációtartományban lineáris (8. ábra). Az izoterma egyenlete 20 oC-on 
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 q |  [mg/g] = 16 [dm3/g] c |  [mg/dm3]. (283) 

 

Az izotermát Lee [22] mérte a Kansas State University Civil Engineering intézetében. 

 

Ugyancsak Lee mérte a CH3-CCl3 vizes oldatának koncentrációváltozását egy 4.4 dm3 

folyadékfázist és 3 g aktív szenet tartalmazó tökéletesen kevert üstben. Az üstben a kezdeti 

folyadékkoncentráció 1 mg/dm3 volt (9. ábra). A koncentrációváltozás kezdeti 

meredeksége 

 

 
min

1
0328,0)0(
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dc

c
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−=  

 

volt. A legkisebb négyzetek elve alapján meghatároztuk j és m32 optimális értékét. Így 

j=4,3 és m32=1,68310-3 1/perc. 
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9. ábra 

A mért és számított koncentrációk egy tökéletesen kevert üstben.  

V=4,4 dm3, M=3 g, C0=1 mg/dm3, K=16 dm3/g 
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A többi paraméter a (282, 281, 280) egyenletek alapján 

 

 
perc

1
0328,0m12 = , (284) 

 

 
perc

1
01293,0m21 = , (285) 

 

 
perc

1
3554,5m 1023 −= . (286) 

 

A 9. ábra tanúsítja, hogy a mért és számított értékek igen jó egyezést mutatnak. A modell 

használhatóságát az is alátámasztja, hogy ezeket a paramétereket megváltozott 

körülmények között is felhasználtuk, és ott is jó egyezést tapasztaltunk. 

 

A továbbiakban foglalkozzunk az áramlási modellekkel (3.2. 3.3. fejezet). 

 

hUHV� FV EHQ� D� PROHNXODPR]JiVRNDW� PLQG|VV]H� NpW� SDUDPpWHUUHO�� D]� P1 és m2 

intenzitásfüggvénnyel jellemeztük. Ehhez járult még egy adat, a kaszkádelemek száma. Az 

|VV]HVHQ�KiURP�MHOOHP] E O�P1-U O�NLPXWDWWXN��KRJ\�D]�D�FV térfogat, az áramlási sebesség 

és a kaszkádelemszám függvénye (ld. (163) egyenlet). A kaszkádelemszám és m2 a 

legkisebb négyzetek módszerével állapítható meg olymódon, hogy a (166) elméleti 

WDUWy]NRGiVL� LG � V] U VpJ� I�JJYpQ\W� LOOHV]WM�N� D�PpUW� J|UEpKH]��0iV� OHKHW VpJ�� KRJ\� D]�

elméleti görbe második és harmadik momentumát illesztjük a mért értékekhez. 

 

,WW� D]� �UHV� FV|YHW� MHOOHP] � SDUDPpWHUHN�PHJKDWiUR]iViQDN� FVXSiQ� HOYL�PyGV]HUHLW� DGWXN�

PHJ�� KLV]HQ� D� YpJV � FpO� D]� iWW|UpVL� J|UEH� OHtUiVD�� LOOHWYH� HJ\� iOOyiJ\DV adszorber 

modellezése, ott pedig az áramlás a 3.3. fejezetben bemutatott modell szerint történik. 

 

Porózus töltött ágyon keresztüli áramlás jellemzéséhez öt paraméter szükséges. Ezek m1, 

m2, m3�� � és a kaszkádelemszám. m1-et ismételten az ágy üres térfogata, az áramlási 

sebesség és a kaszkádelem szám segítségével határozzuk meg. A továbbiakban a legkisebb 
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négyzetek elve alapján minden egyes n-hez megkeressük a legjobb illeszkedést biztosító 

m2, m3 és �értékkészletet. Azt az n-t tekintjük optimálisnak, amely a legjobb illeszkedést 

biztosítja. 

 

$� ���� iEUiQ� EHPXWDWXQN� HJ\� HOPpOHWL� pV� HJ\�PpUW� WDUWy]NRGiVL� LG � V U VpJI�JJYpQ\W��$�

WDUWy]NRGiVL� LG � HOPpOHWL� V U VpJI�JJYpQ\pW� D� ������ |VV]HI�JJpVVHO� V]iPROWXN�� $�

J\DNRUODWL� V U VpJI�JJYpQ\W�HJ\�RO\DQ�DGV]RUEHUHQ�Pprtük, melynek üres térfogata 13,85 

cm3, az áramlás sebessége pedig 200 cm3/perc volt. Az elméleti görbe optimális 

SDUDPpWHUHL�D�N|YHWNH] N� 

 

n=10, m3=4,332 1/sec, 

m1=2,407 1/sec, µ=1,184, 

m2=1,296 1/sec.  
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10. ábra. 

7DUWy]NRGiVL�LG VSHNWUXP�HJ\����J�DNWtY�V]pQ�DGV]RUEHQVW�WDUWDOPD]y 

adszorberben. Üres térfogat 13,85 cm3 áramlási sebesség 200 cm3/perc volt. 
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Végül az eddig birWRNXQNEDQ� OpY � DGDWRN� VHJtWVpJpYHO� V]iPtWVXN� NL� D]� iWW|UpVL� J|UEpW�

ugyanebben az adszorberben. A számításhoz a (265) összefüggést használjuk fel a 

N|YHWNH] �SDUDPpWHUHNNHO� 

 

 Vü fluidum térfogata az üstben: 4400 cm³, 

 Va az adszorber üres térfogata: 13,85 cm³, 

 Mü adszorbens tömege az üstben: 3 g, 

 Ma adszorbens tömege az adszorberben: 17 g, 

 24,1800
V

V

M

M
k

a

ü

k

a == , 

 n kaszkádelem szám: 10, 

 F áramlási sebesség: 210 cm³/perc, 

 perc/16,151
V

F
nm1 == , 

 
21
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m
35,0

+
==β , 

 
perc

1
6,81m2 = . 
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11. ábra. 

Mért és számított áttörési görbe 
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Az átadási kinetikára vonatkozó adatok 

 

 m3=m12=0,0328 1/perc, 

 m4=m21=0,0129 1/perc, 

 m6=m32=0,00168 1/perc, 

 m5=(j-1) m6=0,00555 1/perc, 

 j = 4,3. 

 

 

��� ��� ���� ���� ���� W����PLQ

���

F
F �

���� �����PpUpV���

�

�

�

�

�

�

�

�

�

����� �����V]iPROiV��

���

���

 

 

12. ábra. 

Számított áttörési görbe módosított adatok esetén. 

 

 

Ezek ismeretében számítottuk az áttörési görbét, és összehasonlítottuk a Lee által mért 

görbével (11. ábra). 

 

$� MREE� LOOHV]NHGpV� pUGHNpEHQ� PHJYiOWR]WDWWXQN� NpW� SDUDPpWHUW� D� KpWE O�� $� NLQHWLNDL�

YL]VJiODW�U|YLG�LG WDUWDPD�PLDWW�D�M�pV�P6 paraméterek értéNpW�FpOV]HU �PyGRVtWDQL��$]�~M�M�

és m6 értékek 
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 m6=7,210-4 1/min,  és  j=3,1. 

 

A javított illeszkedés látható a 12. ábrán. 

 

Az így módosított adatrendszert fölhasználtuk egy 50 g szorbenst tartalmazó adszorber 

számítására is. A mért és számított görbéket a 13. ábrán mutatjuk be. 
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13. ábra. 

Számított és mért áttörési görbe egy 50 g aktívszén 

adszorbenst tartalmazó adszorberben.  

F = 200 cm3/min V = 40,74 cm3 

 

 

A számított görbe jól illeszkedik a mért adatokhoz, ami a modell méretnövelésre való 

alkalmasságát mutatja. 
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4. ÖSSZEFOGLALÁS 

 

 

(EEHQ�D�PXQNiEDQ�D]�DGV]RUSFLy�IRO\DPDWiQDN�YDOyV]tQ VpJL�PRGHOOMpW�pStWHWW�N�NL��(]�D�

szakiURGDORPEDQ� HGGLJ� iOWDOiQRVDQ� DONDOPD]RWW� V]HPOpOHWW O� DODSMDLEDQ� LV� HOWpU�� $�

folyamatot egy emlékezet nélküli, Markov folyamatnak tekintettük. Lineáris adszorpciós 

egyensúly esetében definiáltuk a rendszerben lezajló elemi eseményeket, és felírtuk az 

átmenHW�YDOyV]tQ VpJHNUH�YRQDWNR]y�.ROJRPRURY�HJ\HQOHWHNHW� 

 

Tökéletesen kevert üstben lejátszódó adszorpciót tekintve megállapítottuk, hogy a pontos 

leírás érdekében a szilárd fázis kapacitását két részre kell osztani. Ezek sorosan 

kapcsolódnak egymáshoz. A fluid kapacitások ismeretében meghatároztuk a kifejlesztett 

modell paramétereit. 

 

Az adszorpciós kinetika leírása után, az itt nyert ismereteket felhasználtuk egy álló ágyban 

lejátszódó adszorpció leírására is. Az ágyat elemi cellákra osztottuk, és megadtuk a 

PROHNXODPR]JiVRN�� iWPHQHWHN� YDOyV]tQ VpJpW�� $� W|NpOHWHVHQ� NHYHUW� �VWK|]� NpSHVW� D�

molekulák itt nem csak a fázisok között, hanem az egyes cellák között is mozoghatnak. A 

fázisok közötti mozgás jellemzésére megtartottuk a tökéletesen kevert üstben használt 

SDUDPpWHUHNHW��$�FHOOiN�N|]|WWL�NDSFVRODW�OHtUiViUD�HO V]|U�PHJYL]VJiOWXN��KRJ\�HJ\�'LUDF-

LPSXO]XV� V]HU HQ� EHDGRWW� LQDNWtY� MHO] DQ\DJ� KRJ\DQ� �U�O� NL� D]� DGV]RUEHUE O��

0HJKDWiUR]WXN�� KRJ\� D� MHO] DQ\DJ� PROHNXOiL� PLO\HQ� LQWHQ]LWiVVDO� PR]RJQDN� D]� HJ\LN�

cellábóO�D�PiVLNED�HO UH�pV�YLVV]D��0HJiOODStWRWWXN��KRJ\�D�SRUy]XV�iJ\RQ�YDOy�iWiUDPOiV�

helyes leírásához meg kell adnunk azt is, hogy a molekulák milyen intenzitással képesek 

behatolni a pórusokba, és milyen intenzitással szabadulnak ki onnan. A tartózkodási id �

spektrum alapján megállapítottuk a rendszer adekvát leírásához szükséges cellaszámot is. 

 

$]� iUDPOiVUD� YRQDWNR]y� pV� D]� DGV]RUSFLyUD� PiU� PHJOpY � LVPHUHWHLQN� ELUWRNiEDQ� D� NpW�

modell egyesítésével meghatároztuk egy adszorber áttörési görbéjét. Tekintve, hogy az 

intenzitás függvények értékét egymástól függetlenül határoztuk meg a 8. ábrán bemutatott 

HJ\H]pV�MyQDN�WHNLQWKHW � 
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A modell használhatóságát mutatja az is, hogy két (legnagyobb kísérleti hibával terhelt) 

paraméter változtatásával az egyezés nagymértékben javítható, és az új paraméter együttes 

egy nagyobb adszorber leírására is alkalmas. 

 

Valamennyi általunk kiépített modellt analitikusan oldottuk meg. A megoldáshoz a 

mátrixszámítás és a determinánselmélet összefüggéseit használtuk fel. 

 

$� YDOyV]tQ VpJL� DODSRQ� NLIHMOHV]WHWW� PRGHOOHN� HO Q\H�� KRJ\� NLV� V]iP~� SDUDPpWHUW�

WDUWDOPD]QDN�� 7RYiEEL� HO Q\H�� KRJ\� D� YDOyV� PROHNXODPR]JiVRN� DODSMiQ� IHMOHV]WHWW�N� NL�

D]RNDW��D�V]HPOpOHW�PHJWDUWiVD�PHOOHWW�N|QQ\HQ�WRYiEE�IHMOHV]WKHW N�PiV�N|U�OPpQ\HNUH�LV� 

 

 

Új tudományos eredmények 

 

1. Megállapítottam, hogy az adszorpciós folyamatok a Chapman-Kolgomorov féle 

sztochasztikus differenciálegyenletekkel is leírhatók. 

 

2. A vizsgált koncentrációtartományban lineáris adszorpciós izotermával jellemzett 

triklóretán esetében az adszorpciós kinetika leírásához az 1. pontban meghatározott 

PyGV]HU�HVHWpEHQ�HOHJHQG ��KD�D�UHQGV]HUW�KiURP�UpV]UH�RV]WMXN��HJ\�IRO\DGpNIi]LVUD��HJ\�

IHO�OHWL�DGV]RUEHQV�NDSDFLWiVUD�pV�HJ\�~J\QHYH]HWW�EHOV ��YDJ\�PDJ�NDSDFLWiVUD� 

 

3. Módszert adtam arra, hogyaQ�NHOO�HJ\PiVWyO�I�JJHWOHQ�O�YLVHONHG �PROHNXOiN�HVHWpEHQ�

OHtUQL�HJ\�PROHNXOD�HO IRUGXOiVL�YDOyV]tQ VpJpW�D]�HJ\HV�iOODSRWRN�N|]|WW� 

 

��� 0HJiOODStWRWWDP� D]� HO IRUGXOiVL� YDOyV]tQ VpJI�JJYpQ\� SDUDPpWHUHLW�� D]� LQWHQ]LWiV-

függvényeket. Meghatároztam az intenzitásfüggvények és a folyamatot befolyásoló 

klasszikus paraméterek (mint például az egyensúlyi izoterma meredeksége, vagy a folyamat 

induló sebessége) közötti kapcsolatokat. 

 

5. Állóágyas adszorberek leírására kaszkádmodellt dolgoztam ki. Ha az adszorber olyan 

koncentrációtartományban dolgozik, ahol az adszorpciós izoterma lineáris, akkor a 
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PROHNXOiN� YLVHONHGpVH� HJ\PiVWyO� I�JJHWOHQQHN� WHNLQWKHW �� pV� D� KRVV]WHQJHO\� PHQWpQ� Q�

HJ\HQO � UpV]UH� IHORV]WRWW� DGV]RUEHUEHQ� D� ��� SRQW� DODSMiQ� D� PROHNXOiN� �Q� OHKHWVpJHV�

állaSRWEDQ�IRUGXOKDWQDN�HO � 

 

��� $� PROHNXOD� PR]JiVRN� LQWHQ]LWiVI�JJYpQ\HLE O� D]� iUDPOiVVDO� LOOHWYH� D� YLVV]D-

keveredéssel kapcsolatos intenzitásfüggvényeket, valamint a szükséges kaszkádelem 

V]iPRW� D� WDUWy]NRGiVL� LG � HORV]OiVI�JJYpQ\H� VHJtWVpJpYHO� D]� DGV]RUSFLyV� PpUpVHNW O�

függetlenül hidrodinamikai vizsgálat alapján határoztam meg. 

 

7. A kinetikai valamint a hidrodinamikai vizsgálatban meghatározott paraméterek 

szintézisével modellt építettem ki áttörési görbe számításra. 

 

8. Megmutattam hogy a modell méretnövelési célokra is alkalmas. 
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JELÖLÉSJEGYZÉK 

 

A felület, keresztmetszet     m2 

A Avogadró szám 

Ai mátrix 

Aij mátrix 

B folyadék térfogatáram      m3/s 

B diagonál mátrix 

Bij diagonál submátrix 

ci i-ik komponens koncentrációja a folyadék fázisban  gmol/dm3 

D diffúziós állandó      m2/s 

i
je  L�HOHP �vektor, a j-edik elem 1 a többi 0 

E egység mátrix 

f fajlagos szabadenergia     J/gmol 

f V U VpJI�JJYpQ\ 

f(c) egyensúlyi összefüggés     gmol/m3 

F szabadenergia       J 

F eloszlás függvény       

F folyadék térfogatáram      m3/s 

g fajlagos szabad entalpia     J/gmol 

g(t) WDUWy]NRGiVL�LG �V U VpJI�JJYpQ\H 

h fajlagos entalpia      J/gmol 

k Boltzman állandó      J/(db K) 

K izoterma meredekség      m, – 

Ki izoterma konstans      m3/gmol 

lij Lagrange féle mátrix polinom elem 

L oszlophossz       m 

Li Lagrange féle mátrix polinom 

m tömeg        kg 

mi intenzitás függvény      1/s 

mij intenzitás függvény      1/s 

mn n-edik momentum      s(n+1)gmol/m3 
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mn n-HG�UHQG �GHWHUPLQiQV 

M( ) várható érték 

M tömeg        kg 

M intenzitásfüggvények mátrixa 

Mij intenzitásfüggvények submátrixa 

n molszám       gmol 

n kaszkádelemszám 

n molekulák eloszlásának vektora 

ni i-HGLN�iOODSRWEDQ�OpY �PROHNXOiN�V]iPD 

N molszám       gmol 

Nf .RPSRQHQV�iUDPV U VpJ     gmol/m2 

p nyomás       P 

p( ) YDOyV]tQ VpJ 

p[ ] YDOyV]tQ VpJ 

pi HO IRUGXOiVL�YDOyV]tQ VpJ�YDJ\�L-HG�UHQG �YDOyV]tQ VpJ 

p YDOyV]tQ VpJL�YHNWRU 

pij iWPHQHWYDOyV]tQ VpJ 

P D]�iWPHQHWYDOyV]tQ VpJHN�PiWUL[D 

Pij D]�iWPHQHWYDOyV]tQ VpJHN�VXEPiWUL[D 

q DGV]RUSFLyV�K       J/gmol 

qi i-ik komponens koncentrációja az adszorbensen  gmol/dm3 

Q K PHQQ\LVpJ       J 

Q molekula szám a szilárd fázisban 

r sugár        m 

R sugár        m 

R univerzális gázállandó     J/gmol K 

S entrópia       J/K 

S adszorbens térfogatáram     m3/s 

t LG         s 

T DEV]RO~W�K PpUVpNOHW      K 

u IDMODJRV�EHOV �HQHUJLD      J/gmol 

u utazási sebesség      m/s 
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U EHOV �HQHUJLD       J 

U sajátvektorokból alkotott mátrix 

Un-2 (n-2)x(n-2) mátrix 

v fajlagos mól térfogat      m3/gmol 

vk sajátvektor 

v0 üreskeresztmetszeti sebesség     m/s 

V térfogat       m3 

V sajátvektorokból alkotott mátrix 

w koncentráció       gmol/kg 

wk sajátvektor 

W sajátvektorokból alkotott mátrix 

z helykoordináta      m 

 

 

Görög betük 

 

α térfogathányad      – 

β )mm/(m 212 +       – 

βi koPSRQHQViWDGiVL�WpQ\H]      m/s 

ϕm molekulák felületigénye     m2/gmol 

Γ felületi koncentráció      gmol/m2 

ε �UHVNHUHV]WPHWV]HWL�WpQ\H]      – 

∆ε energia különbség      J/db 

λi sajátérték 

Λi sajátérték 

µ kémiai potenciál      J/gmol 

µ DUiQ\RVViJL�WpQ\H]  

µn n-edik abszolút momentum     sn 
*
nµ  n-edik centális momentum     sn 

νi PROHNXOD�V]iP�YDOyV]tQ VpJL�YiOWR]y 
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Q PROHNXOiN�HORV]OiViQDN�YDOyV]tQ VpJL�YHNWRUD 

ω fajlagos felület      1/m, m2/kg 

ωi karakterisztikus egyenlet gyöke    1/m 

π szétterülési nyomás      N/m 

π 3.141… 

σ ordó 

τ LG         s 

Θ felületi borítottság      – 

Θ átmeneti változó 

ξ GLV]NUpW�YDOyV]tQ VpJL�YiOWR]y 

ξi karakterisztikus egyenlet gyöke 
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FÜGGELÉK I. 

 

A 
td
Pd =PMn differenciálegyenlet megoldása 

 

$]�������GLIIHUHQFLiOHJ\HQOHWEHQ�V]HUHSO  

 

 























−
+−

+−
+−−=

212

2121

2

21212

2121n

mmm

mmm2m

m

mmm2mm

mmmmM

 (F1) 

 

PiWUL[RW�IHOtUKDWMXN�GLDJRQiOLV��LOOHWYH�V]LPPHWULNXV�PiWUL[RN�V]RU]DWDNpQW�LV�D�N|YHWNH] �

módon: 

 

 ( ) 1*
n212n mmm −+−= BMBM  (F2) 

ahol 

 

21

2

1n

2

1

0

mm

m

+
=β




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
















β

β
β

β=

−

2

B

 (F3) 

és 
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 (F4) 
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Ezek után az (141) differenciálegyenlet (143) kezdeti�IHOWpWHOW�NLHOpJtW �PHJROGiVD 

 

 ( ){ }tmmmexp 1*
n212

−+−= BMBP  (F5) 

 

illetve a megoldás Taylor sora 

 

 
( ){ } ( ){ }∑∑

∞

=

−
∞

=

− +−
=

+−
=

0k

1

k*
n212

0k

k1*
n212

!k

tmmm

!k

tmmm
B

M
B

BMB
P  (F6) 

 

Visszaírva a módosított Taylor sort exponenciális függvénnyé, a megoldás egy másik 

alakját kapjuk: 

 

 ( ){ } 1*
n212 tmmmexp −+−= BMBP  (F7) 

 

Az *
nM � PiWUL[� WHWV] OHJHV� I�JJYpQ\pW� HO iOOtWKDWMXN� D� VDMiW� YHNWRURN� pV� VDMiWpUWpNHN�

VHJtWVpJpYHO�D�N|YHWNH] �PyGRQ� 

 

 VWM 〉λ〈= )(f)(f i
*
n  (F8) 

 

Ahol W a baloldali, V pedig a jobboldali saját vektorokból alkotott mátrix, λi pedig az *
nM  

mátrix i-edik sajátértéke. A 〈 〉 zárójelek egy diagonális mátrixot jelölnek, melynek i-edik 

átlóeleme f(λi). 

 

Ezek után a P explicit kifejezéséhez meg kell keresni az *
nM  mátrix λi sajátértékeit. Ehhez 

meg kell oldani az *
nM  mátrix karakterisztikus egyenletét, ami nem más mint 

 

 [ ] 0Det *
n =−λ ME  (F9) 

 

Ez az egyenlet λ-ban n-ed fokú algebrai egyenlet. Új változóként vezessük be cos Θ-t. Ezt 

λ-YDO�D�N|YHWNH] NpSSHQ�GHILQLiOKDWMXN� 
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β

−β−λ=θ− 1
cos2  (F10) 

 

(]]HO�D�NDUDNWHULV]WLNXV�HJ\HQOHWHW�D�N|YHWNH] �DODNUD�KR]KDWMXN� 

 

 

[ ] 0

cos210

1cos21

1cos21

1cos21

01cos2Det *
n =























θ−β
θ−

θ−
θ−

θ−β=−λ ME

 (F11) 

 

Ez másképpen írva 

 

 

[ ] 0

cos20

0cos2DetDet

T2n
2n

2n
2n2n

2n
1

T2n
1

*
n =

















θ−β

θ−β=−λ

−
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−
−−

−

−

e

eUe

eME

 (F12) 

ahol 
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Azonban 

 [ ]
θ

θ−−=−θ−== −
−−−− sin

)1nsin(
)1(uucos2uDet 2n

4n3n2n2nU  (F14) 

 

Az (F14) azonosság felhasználásával kifejthetjük az (F12) determinánst: 

 

 [ ] n
2n

1n2n
2

n
*
n u)1(u2umDet +−=β+β==−λ −

−−ME  (F15) 

 

Behelyettesítve az (F14) kifejezés jobboldalát (F15)-be, a karakterisztikus egyenlet 

trigonometrikus alakját kapjuk: 
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 0
sin

)1n(sin

sin

nsin
2

sin

)1n(sin 2 =
θ

θ⋅−β+
θ
θ⋅β−

θ
θ⋅+

 (F16) 

 

Ez az egyenlet a 0<θ<π intervallumban pontosan n gyökkel bír. Ezek után az *
nM  mátrix k-

adik sajátértéke 

 

 kk cos2
1 θ−
β

+β=λ  (F17) 

 

Az *
nM  mátrix Lagrange féle mátrix polinomjait és sajátvektorait a [ ]*

nk ME −λ  mátrix 

adjungáltja segítségével határozhatjuk meg: 

 

 ( ) [ ]
)(m

d

d
Adj

kn

*
nkT

kk
*
nk

λ
λ

−λ== ME
vwML  (F18) 

 

Az adjungált mátrix felírásához ismernünk kell a *
nk ME −λ  determináns i,j eleméhez 

WDUWR]y�HO MHOHV�DOGHWHUPLQiQVW��-HO|OM�N�H]W�Di,j-vel i≤j esetén 
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Ugyanerre az eredményre jutunk, ha az aj,i elemet akarjuk kiszámítani (i≤j): 
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Ezek alapján ai,j=aj,i��(]�XWyEEL�HJ\HQO VpJ�HJ\pENpQW�D�
*
nk ME −λ  mátrix szimmetriájából 

is következik. 

 

i>j esetén az ai,j�HOHPHW�D�N|YHWNH] NpSSHQ�NHOO�HO iOOtWDQL� 
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Ahhoz azonban, hogy az adjungált mátrixot felbonthassuk két vektor diadikus szorzatára, 

és így módunk legyen a sajátvektorok meghatározására, még be kell látnunk, hogy az (F20) 

pV��)����NLIHMH]pVHNEHQ�D]�LQGH[HN�HJ\PiVVDO�IHOFVHUpOKHW N� 

 

A bizonyításhoz felhasználjuk a determináns elmélet összefüggését, miszerint egy (n+2)-ed 

UHQG �GHWHUPLQiQV��Q���-HG�UHQG �PLQRUDLEyO�NpS]HWW�'iiDjj–DijDji�NLIHMH]pV�HO állítható két 

WpQ\H] �V]RU]DWDNpQW� 

 

 DiiDjj–DijDji= ij
ij

D D (F24) 

 

Itt ij
ij

D  egy n-HG�UHQG �GHWHUPLQiQVW�MHO|O��DPHO\�~J\�NHOHWNH]HWW�D]�HUHGHWL��Q���-HG�UHQG �

D determinánsból, hogy két sort (i,j) és két oszlopot (i,j) töröltünk. 

 

+D�D�'�GHWHUPLQiQV�D]RQRVDQ�HJ\HQO �D�Pn = *
nk ME −λ  determinánssal, akkor az (F24) 

NLIHMH]pVW�D�N|YHWNH] NpSSHQ�tUKDWMXN�IHO� 
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*
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Tudjuk azonban, hogy mn a θk helyen zérus, ezért igaz, hogy 

 

 aii ajj = aij aji (F26) 

 

illetve felhasználva az (F20) összefüggést 
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D]��)����D]RQRVViJRW�NDSMXN��DPHO\�HJ\V]HU VtWpV�XWiQ�D�N|YHWNH] �DODNUD�UHGXNiOKDWy� 

 

 ( )( ) ( )( )in1in1j2jjn1jn1i2i uuuuuuuu −−−−−−−−−− +β+β=+β+β  (F28) 

 

és ez az, amit bizonyítani akartunk. Eliminálva u-NDW� D]� �)���� NLIHMH]pVE O�� D� N|YHWNH] �

azonossághoz jutunk: 
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Felhasználva ezt az egyenletet már fel tudjuk bontani az adjungált mátrixot két vektor 

diadikus szorzatára amivel a k-ik Lagrange féle mátrixpolinom 
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ahol 
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A )(m
d

d
kn λ

λ
 meghatározásához fejezzük ki az mn determinánst, mint a θ függvényét: 
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ahol 



 107 

 

 













λ−

β
+β=θ 1

2

1
cosarc  (F32) 

 

Mivel 
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és 

 
θ

=
λ
θ

sin2

1

d

d
 (F34) 

 

ezért 
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ahol 
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Az *
nM  mátrix k-adik bal és jobboldali sajátvektora  
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Az (F7, F8) és (F37) egyenletek alapján differenciálegyenlet megoldása 



 108 

 

 1
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1
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e −
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β
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〉〈= BVWBP  (F38) 

 

Ez utóbbi egyenlet így is írható: 
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FÜGGELÉK II. 

 

A 
td
Pd = PM2n differenciálegyenlet megoldása 

 

 

A (172) differenciálegyenletet felírhatjuk az alábbi formában is: 
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illetve –β⋅d kiemelése után 
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B és β definícióját az (F3) egyenlettel adtuk meg, d jelentését a (177) egyenlet határozza 

meg. Legyen 
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ekkor A11-HW�PHJDGKDWMXN�D�N|YHWNH] �IRUPiEDQ� 
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Az A11 mátrix struktúrája azonos az *
nM  mátrix struktúrájával, ezért új változó a cosΘ 

bevezetésével 
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(F44) alapján az (F16)-al azonos karakterisztikus egyenlethez jutunk. 
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így az A11 mátrix i-edik sajátértéke 
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a sajátvektorok pedig megegyeznek az *
nM  mátrix sajátvektoraival. Ezek után az A11 

PiWUL[�HO iOOtWKDWy�D�VDMiWYHNWRURN�pV�VDMiWpUWpNHN�VHJtWVpJpYHO�LV� 
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Figyelembe véve, hogy a Lagrange féle mátrix polinomok összege az egységmátrixszal 

azonos, felírhatjuk az A12, A21, A22��PiWUL[RNDW�D�N|YHWNH] �PyGRQ�LV: 
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Felhasználva két mátrix direkt szorzatát és bevezetve a 

 



 111 

 µ=
β

ν=
β d

c
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d

m3  (F49) 

 

új változókat, a (172) differenciálegyenletet így is írhatjuk: 
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$]��)����HJ\HQOHW�PHJROGiVD�D]�HO ]  fejezetben látottakhoz hasonlóan 
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Az exponenciális függvényt Taylor sorba fejtve, valamint kihasználva a Lagrange féle 

mátrix polinomok ortogonalitását, a direkt szorzatok szorzási szabálya alapján írhatjuk 
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Legyen 

 

 i21
*
i cosd2m2m θβ−+=λ  (F55) 
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akkor 
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Ez utóbbi mátrix a sajátvektorok és sajátértékek segítségével 
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ahol 
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XJ\DQFVDN�NLIHMH]KHW �D�VDMiWpUWpNHN�pV�VDMiWYHNWRURN�VHJtWVpJpYHO� 
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$KKR]� D]RQEDQ�� KRJ\� D� PHJROGiVEyO� HO iOOtWVXN� D� P11 blokkot, elég a Qi mátrix (1,1) 

elemének ismerete. Jelöljük ezt fi-vel 
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akkor 
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Az utolsó kaszkádelemet leíró átmenet-YDOyV]tQ VpJ�HEE O 
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