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Kivonat

Napjainkban egyre nagyobb jelentGségtivé vélik a dontések tamogatasa,
amelynek egyik lehetséges modja a paros 6sszehasonlitasi modellek alkal-
mazésa. Ezek a modellek a kiértékelendd objektumok péaronkénti Gsszeha-
sonlitasabol szérmazo verbélis, vagy mas jellegii dontések eredményeit konver-
taljak erésségeket jellemz6 mérdszamokka, sorrendekké. Ezek a modellek akkor
is meghizhatdan teljesitenek, amikor nem &all rendelkezésre nagy mennyiségi
adat, ami a mesterséges intelligencia alkalmazasanak elengedhetetlen feltétele.
Dolgozatomban a sztochasztikus héatter paros osszehasonlitasi modellekkel
foglalkoztam. Ezek a modellek relaciés dontéseket kiértékelve szamos
lehetGséget rejtenek magukban; tobbek kozott alkalmasak elGrejelzésre. A
dolgozat ezen modellek csaladjaval kapcsolatos eredményeimet tartalmazza
altalanos eloszlasfiiggvény hasznéalata mellett, az adatok kiértékelhet&sége,
konzisztenciaja és a modellek alkalmazhatosaga szempontjabol mind elméleti,
mind szimulacios eszkozokkel.

A paraméterek becslésére maximum likelihood becslési modszert alkalmaztam.
Bar 3-opcios modelleket gyakran hasznéalnak, az adatok kiértékelhetGségének
feltétele nem volt tisztazva. Kutatasaim soréan szimulacios kisérletek alapjan
megsejtettem az adatok kiértékelhetGségének sziikséges és elégséges feltételét,
amelyet sikeriilt matematikai eszkozokkel is bizonyitani mind a 3-opcids
Thurstone-motivalt modellek, mind a Davidson modell esetén. Ezzel egy
régota nyitott kérdésre adtam meg a valaszt.

Vizsgéaltam azt is, hogy milyen opciészamii modelleket érdemes alkalmazni.
Megmutattam, hogy elegendé mennyiségii adat rendelkezésre allasa esetén
érdemesebb a nagyobb opcidészami, ezaltal tobb informaciot feldolgozo,
Osszetettebb modelleket hasznalni. Szimulacios vizsgalatok alapjan megadtam
a sziikséges adatszamok kiiszobszamait is.

A péros Osszehasonlitasi matrixokon alapulé modellek esetén koézponti
szerepet jatszo konzisztencia fogalom segitségével megadtuk az adatok
modellben és egy, a konzisztencidval ekvivalens allitast bizonyitottunk az
elébbi modellben. Megmutattuk, hogy konzisztens adatok esetén a paros
Osszehasonlitasi matrixokon alapulé modell és a 2-opciés Bradley-Terry
modell egyforma kiértékelési eredményeket ad, és inkonzisztens adatok esetén
is ugyanazok az optimalis Osszehasonlitasi struktarak. Ezzel kapcsolatot
teremtettiink a két, egyméstol kiillonb6z6 modellcsalad kozott.

A modelleket szdmos esetben alkalmaztam kiilonféle problémak esetén
(sporteredmények kiértékelése kiillonbozs szempontok szerint, tobbszintid
dontéstamogatas, fényforrasok csoportositasa), és az alkalmazasok soran
ramutattam a modellek elény6s tulajdonsagaira. Megmutattam, hogy a
szokasos hdrom opcional tobb opciot alkalmazva, a hazai palya elényét és az
idébeli stlyozast beépitve a modellek elérejelzé képessége javult, versenyképes
az irodalomban fellelheté modellekével.
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Abstract

Nowadays, decision support is becoming increasingly important, and one
possible approach is the application of pairwise comparison models. These
models convert the results of verbal or other types of judgments derived
from pairwise comparisons of the evaluated objects into numerical measures
characterizing strengths and into rankings. They perform reliably even when
large amounts of data are not available, which is an essential requirement for
the application of artificial intelligence.

In my thesis, I studied pairwise comparison models with a stochastic
background. By evaluating relational decisions, these models offer numerous
possibilities; among others, they are suitable for prediction. This thesis
presents my results related to this family of models using general distribution
functions, focusing on the evaluability and consistency of the data, as well as
the applicability of the models, using both theoretical and simulation-based
methods.

For parameter estimation, I applied the maximum likelihood estimation
method. Although three-option models are frequently used, the conditions
for data evaluability had not been clarified. During my research, based on
simulation experiments, I formulated the necessary and sufficient condition for
data evaluability, which was successfully proven using mathematical methods
for both three-option Thurstone-motivated models and the Davidson model.
In doing so, I provided an answer to a long-standing open question.

I also examined which number of options in models is worth applying.
I demonstrated that when a sufficient amount of data is available, it is
preferable to use models with a higher number of options, which process more
information and are therefore more complex. Based on simulation studies, I
also determined the threshold values for the required data size.

In the case of models based on pairwise comparison matrices, the concept of
consistency plays a central role. Using this concept, we provided the previously
missing definition of data consistency for the two-option Bradley-Terry and
Davidson models, and proved a statement equivalent to consistency in the
former model. We showed that in the case of consistent data, models based
on pairwise comparison matrices and the two-option Bradley-Terry model
yield identical evaluation results, and even in the case of inconsistent data,
the optimal comparison structures are the same. In this way, we established
a connection between two different model families.

I applied these models in various cases to different problems (such as evaluating
sports results from different perspectives, multi-level decision support, and
grouping light sources), and during these applications, I highlighted the
advantageous properties of the models. I demonstrated that by using more
than the usual three options, and by incorporating home advantage and
time-based weighting, the predictive performance of the models improves and
becomes competitive with those found in the literature.



Abstrakt

Heutzutage gewinnt die Entscheidungsunterstiitzung zunehmend an
Bedeutung, wobei Paarvergleichsmodelle eine mogliche Methode darstellen.
Diese Modelle transformieren die Ergebnisse verbaler oder sonstiger
Entscheidungen aus paarweisen Objektvergleichen in Mafzahlen zur
Charakterisierung von Préiferenzen sowie in Rangordnungen. Diese Modelle
funktionieren auch dann zuverléssig, wenn keine grofsen Datenmengen zur
Verfiigung stehen, was eine wesentliche Voraussetzung fiir den Einsatz
kiinstlicher Intelligenz darstellt.

In meiner Arbeit beschéftigte ich mich mit stochastisch fundierten
Paarvergleichsmodellen. Durch die Auswertung relationaler Entscheidungen
bieten diese Modelle zahlreiche Moglichkeiten; unter anderem eignen sie sich
auch fiir Prognosen. Die vorliegende Arbeit présentiert Ergebnisse zu dieser
Modellfamilie unter Verwendung allgemeiner Verteilungsfunktionen, wobei
die Auswertbarkeit und Konsistenz der Daten sowie die Anwendbarkeit der
Modelle sowohl theoretisch als auch simulationsbasiert untersucht werden.
Zur Parameterschiatzung habe ich die Maximum-Likelihood-Methode
angewandt. Obwohl Modelle mit drei Optionen héufig verwendet werden,
war die Bedingung fiir die Auswertbarkeit der Daten bislang nicht geklért.
Im Rahmen meiner Forschung wurden anhand von Simulationsversuchen
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Auswertbarkeit der
Daten ermittelt, deren mathematische Giiltigkeit sowohl fiir die Thurstone
motivierte Drei-Optionen-Modelle, und das Davidson-Modell nachgewiesen
werden konnte. Damit habe ich eine lange offene Frage beantwortet.

Es wurde auferdem untersucht, welche Anzahl an Optionen in den Modellen
sinnvoll bzw. zweckmiéfig ist. Dabei habe ich gezeigt, dass es bei ausreichender
Datenmenge vorteilhafter ist, Modelle mit einer groferen Anzahl an Optionen
zu verwenden, da diese mehr Informationen verarbeiten und somit komplexer
sind. Auf Grundlage von Simulationen habe ich auch Schwellenwerte fiir die
erforderliche Datenmenge bestimmt.

Im Falle von Modellen, die auf Paarvergleichsmatrizen basieren, spielt
der Begriff der Konsistenz eine zentrale Rolle. Mithilfe dieses Begriffs
haben wir die zuvor fehlende Definition der Datenkonsistenz fiir das Zwei-
Optionen-Modell von Bradley-Terry sowie fiir das Davidson-Modell angegeben
und im erstgenannten Modell eine zur Konsistenz dquivalente Aussage
bewiesen. Wir haben gezeigt, dass bei konsistenten Daten Modelle auf Basis
von Paarvergleichsmatrizen und das Zwei-Optionen-Bradley-Terry-Modell
identische Auswertungsergebnisse liefern und dass selbst bei inkonsistenten
Daten die optimalen Vergleichsstrukturen iibereinstimmen. Damit wurde eine
Verbindung zwischen zwei unterschiedlichen Modellfamilien hergestellt.

Ich habe die Modelle in zahlreichen Féllen auf verschiedene Probleme
angewandt (wie etwa die Auswertung von Sportergebnissen aus
unterschiedlichen Perspektiven, mehrstufige Entscheidungsunterstiitzung und
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die Gruppierung von Lichtquellen) und dabei die vorteilhaften Eigenschaften
der Modelle aufgezeigt. Es konnte gezeigt werden, dass durch die Verwendung
von mehr als den {iblichen drei Optionen sowie durch die Einbeziehung
des Heimvorteils und einer zeitlichen Gewichtung die Prognosefahigkeit der
Modelle verbessert wird und mit den in der Fachliteratur beschriebenen
Modellen konkurrieren kann.
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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani legfGképpen konzulenseimnek, kik id6t nem
kimélve segitségiikkel tamogattak, hogy elkésziilhessen a disszertacio. Hala a
sok tanacsért, amelyekkel vezettek a kutatasban, és segitettek, hogy egyre
jobb eredményeket érhessek el.

Szeretnék koszonetet mondani csaladomnak, barataimnak is, kik mellettem
alltak és batoritottak ezen ut megtételében.
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1. Téma indoklasa és kutatasi el6zmények

1.1. Motivacid

Rohané és mindinkabb gyorsulé vilagunkban egyre nagyobb szerepet kap
a kiilonféle dontéstamogaté modellek /szoftverek hasznalata, alkalmazasa.
Mesterséges intelligenciaval (MI) egyre jobban koriil vagyunk véve, mely
az esetek nagy részében igen kivalo eredményekkel segit minket munkéank,
feladataink folyaman.

Azonban az MI kimondottan akkor teljesit jol, ha rengeteg adat
és informacié all rendelkezésiinkre. De mi a helyzet akkor, ha csekély
mennyiségi adat mellett kell dontéseket tamogatni? Ilyenkor jol bevalt
matematikai modellekre érdemes hagyatkoznunk, amelyek kevés adat esetén
is megbizhatoan képesek teljesiteni.

Az informécié visszanyerés a dontéstamogatas egyik forméja. Sokszor
meglévs informéciot kell kinyerniink, vagy olyanné alakitanunk, amellyel
képesek vagyunk utdana dolgozni. Az informaci6é visszanyerés esetén
kozvetleniil nem ismert informéciokat probalunk becsiilni, melyekrél csak
valamilyen kozvetett informacioval rendelkeziink. Informécié visszanyerés
példaul kiilonféle fagylaltok osszehasonlitasa: mennyire finom egy fagylalt,
melyik a legfinomabb az emberek szerint? (A rejtett informacio itt a fagylalt
altalanos finomsaga, mig a meglévé informécié az, hogy kinek mennyire
finom az adott fagylalt.) Tudjuk szamszertsiteni, hogy atlagosan a vanilia
vagy a csokoladé a jobb és mennyivel? Van-e erre valami jo6 modszer, hogy
informéciot nyerjiink vissza?

A paros Osszehasonlitasok kivaléan alkalmasak dontéstamogatésra,
informaci6  visszanyerésre. A modellek azért hatékonyak az
informéaciokinyerésben, mert egyszerti dontési helyzeteken keresztiil
részletes, szamszertd és ellenérizhetd képet adnak a preferencidkrol és a
kedveltségi /fontossagi viszonyokrol. Ezen modszerek konnyen alkalmazhatoak,
kevés adat esetén is jol teljesitenek. Kiilonféle péaros Osszehasonlitasi
modelleket ismeriink, példaul az Analytic Hierarchy Process (AHP) és annak
kiilonféle valtozatai, fuzzy logikat alkalmazd Level Based Weight Assessment
(LBWA) és a Thurstone-motivalt modellek.  Altalanosan elmondhato,
hogy az emberek nehezen adnak meg 1-t61 10-es skalan értékeket, és azok
megbizhatosédga sem elegends. Két objektumot viszont konnyen &ssze tudnak
hasonlitani, hogy melyik jobb, egyforma, vagy rosszabb. Egyszert relacios
adatokbol képesek vagyunk a modell segitségével szdmszertisitett erdsségeket



adni, amelyek méar igy tovabbi feldolgozason eshetnek at.

A fagylaltos példéara visszatérve, két fagylaltot az egyes emberek kénnyedén
Ossze tudnak hasonlitani, hogy melyiket érzik finomabbnak, vagy esetleg
egyformanak mindsitik Gket. A kinyert adatokbol, Osszehasonlitési
eredményekb6l a Thurstone-motivalt modellek segitségével szamszerten
megkaphatjuk példaul, hogy mennyire finom a vanilia és a csokoladé iz
fagylalt. Igy végiil megkapjuk, hogy atlagosan mennyire finom (jo) az egyik
illetve masik fagylalt. Természetesen az értékelést tobb szempont alapjan is
elvégezhetjiik, és a kapott eredményeket aggregalhatjuk.

A paros Osszehasonlitasi modellek koziil kiemelkednek a Thurstone-

motivalt modellek, ami a valoszintiségszamitasi hattérnek koszonhets. A
modellek nem csak rangsorokban, erdsségek meghatarozéasdban képesek
minket segiteni, de jov6beli Osszehasonlitasok kimenetelére is képesek
valoszintiségeket megadni.
A modellek kivaloan alkalmasak altalanositasra, kiilonféle dontéstamogatasi,
informaci6é visszanyerési problémak esetén vald alkalmazésra. Amellett,
hogy tobb dontési opcié is megadhaté az &ltaldnositott modellekben,
még az Osszehasonlitasok esetén felmeriils esetleges elényt is képesek
kezelni. Tovabbi bdévitésekkel, altalanositasokkal a modellek kivaléan
alkalmasak tobbkritériumos dontéstamogatasra. Azonban vannak nyitott
kérdések is veliik kapcsolatban. A 3-opciés modellek esetén nem volt
ismert a kiértékelhet&ség sziikséges és elégséges feltétele. A konzisztencia
fogalméaval sem foglalkoztak a kutatok, illetve a kiilonféle modellek sem
voltak Gsszehasonlitva részletesen informacié kinyerés szempontjabol.

Dolgozatomban a Thurstone-motivalt modelleket kutatom; tébb kérdésre
keresem a vélaszt az altalanositott Thurstone modellekkel kapcsolatban. Mi
az a minimalis adathalmaz amely esetén ki tudjuk értékelni a modelleket?
Kis adathalmazok esetén hogyan viselkednek? Mas modellekkel milyen
kapcsolatban allnak? Javitja-e az informacio visszanyerést, elérejelzést az
elény kezelése? Hogyan lehet tovabb altalanositani a modelleket? De talan a
legfontosabb kérdés mind koziil, mire is alkalmazhatdak a modellek és milyen
hatékonysaggal?

Munkémban szeretném bemutatni, hogy a vizsgalt modellek kivalo
alternativikat jelentenek dontéstamogatésra kis adathalmazok esetén.



1.2. A kutatas hattere

A paros 6sszehasonlitasi modellek két {6 csaladba sorolhatoak; ezek a PCM
(Pairwise Comparison Matrix) alapulé modellek és a sztochasztikus héatterd
modellek.

A péaros Osszehasonlitéasi matrixokon alapulé médszerek csalddjan beliil,
az Analytic Hierarchy Process (AHP) az egyik legelterjedtebb.
Saaty 1977-ben |[l|-ben lefektette a modszer alapjait, és 1990-ben [2]
osszefoglalta az AHP filozofiajat. A PCM-et sajatvektor modszerrel értékelte
ki. Modszerével csak teljes Osszehasonlitasi matrixok esetén lehetett a
kiértékelést elvégezni, ami jelentGsen sziikitette az alkalmazhatosagot. Saaty
1977-es cikkében bevezette a konzisztencia mutatokat is, amelyek a dontések
kovetkezetességét hivatottak mérni.

A teljes Osszehasonlitasra vonatkozo kivanalom elhagyhato, ha a PCM-ek
kiértékelése a logaritmikusan legkisebb négyzetek modszerével (LLSM)
torténik. Ezt elemezték Bozokick 2010-ben irt cikkiikben [3]. Megadtak
tovabba egy olyan jobb/rosszabb aranyt hasznalo PCM kitoltést, amelynek
segitségével mar sokkal tobb értéket fel tudtak venni a matrix elemei az
alapmodellhez képest.

Brunelli 2018-ban konzisztencia- és inkonzisztencia-indexekrdl irt attekintd
cikket, amelyben bemutatott sok gyakran hasznalt konzisztencia mérészamot,
és felsorolta azon fontos tulajdonsagokat, amelyeket az ilyen modszereknek
teljesiteni kell [1]. Ezen tulajdonsagok mas péaros Gsszehasonlitasi modelleknél
is kivanatosak.

A Thurstone modell nagy multra tekint vissza. Az eredeti elképzelést
Thurstone 1927-ben publikalta [5].  Thurstone pszichologusként ezt
paciensei allapotanak mérésére fejlesztette ki. Ez a paros osszehasonlitasi
modell normalis eloszlasu valoszintiségi valtozokat feltételez az egyes
osszehasonlitani kivant objektumok moégé.  Mindossze két kimenetelt
engedett az Osszehasonlitasok eredményeként, a jobbat és a rosszabbat. A
legkisebb négyzetek modszerét alkalmazta az egyes erdsségek becslésére
a modellben. Thurstone munkija egyediilallo és az alapja az altalunk
alkalmazott modelleknek, ezért is nevezziik az altalunk alkalmazott modelleket
Thurstone-motivalt modelleknek. Thurstone nem adott meg feltételrendszert
2-opci6s modellje alkalmazhatosagara.

Mosteller (1951) cikkében [0] az altalanos modellt az egyenld szorasok
és a nulla korrelacio feltételezésével sziikitette, ami a modell gyakorlati



alkalmazasat egyszeriibbé tette.

Bradley és Terry 1952-ben megjelent cikkiikben [7] elhagytak a normalis
eloszlast és logisztikus eloszlast alkalmaztak helyette. Ez azért is volt fontos,
mert az erdsségeket ekkor mar maximum likelihood becslés segitségével
probaltak becsiilni, amely ugyan jobb eredményeket ad, de szamitési igénye
jelent&sen nagyobb, f6leg a nehezebben szamolhatoé normalis eloszlas esetén.
Ekkor még nem volt megadva, hogy melyek azok a sziikséges és elégséges
feltételek, amik mellett kiértékelhetd a modell.

Ford 1957-es cikkében [3| adta meg és bizonyitotta a 2-opciés modell
esetén, hogy mik ezek a feltételek logisztikus eloszlés alkalmazéasa mellett.
Innentdl kezdve ismert volt a 2-opcioés modell kiértékelhetGségének sziikséges
és elégséges feltétele, mely kulcsfontossigu a kiértékelhetdség eldontésekor
maximum likelihood becslés esetén.

Glenn és David 1960-ban cikkiikben [9] a Thurstone-Mosteller modell
3-opcios altalanositasat alkalmaztak, amelynek segitségével mér az "egyforma"
dontés lehetGségét is beépitették a modellbe. Ennek koszonhetGen maéar
sokkal altalanosabb az alkalmazés lehet&sége: ha csak a sportmérkézésekre
gondolunk, mivel sok sportag megengedi a dontetlen lehetGségét, és a 3-opciods
modell ezen adatok kiértékelésének is utat nyitott.

Rao ¢és Kupper [10] cikkitkben 1967-ben 3-opciosra bévitették a Bradley-
Terry modellt, meghagyva a maximum likelihood paraméterbecslés eljarasat.
Mivel a Bradley-Terry modell szamitéasigénye jelentGsen kisebb, mint a
Thurstone modellé igy tobb alkalmazést tett lehetévé a modell.

Davidson 1970-ben |1 1] bemutatta a sztochasztikus péaros ésszehasonlitasi
modellek csaladjaba tartoz6 3-opciés modelljét, mely szakit a korabbi
Thurstone-motivalt modellekkel, és amely a Luce féle valasztési axioméat
teljesiti. Ezen modell altalanositasa a 2-opcids Bradley-Terry modellnek.
Davidson emellett egy elégséges feltételt adott 3-opcids modelljében az adatok
kiértékelhetGségére. Ennek koszonhetGen, most mar lett egy feltételrendszer,
mellyel el lehetett donteni, hogy az adathalmaz kiértékelhets-e.

Agresti 1992-ben |1 1] cikkében bemutatta, hogy a jobb, rosszabb, egyforma
kategoridkat még tovabb lehet bontani, igy 3-néal tébbopcidés modelleket
lehet alkalmazni. A paraméterbecslés modszere a tobbopcios modellek
esetére tjra a legkisebb négyzetek modszere lett, a relativ gyakorisagok és az
eloszlasfiiggvény bizonyos pontokban vett értékei alapjan. A legegyszertibb
esetektdl eltekintve a becslések kifinomult numerikus modszerek segitségével
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hajthatoak végre. Ezek a numerikus modszerek kisebb erdforras igénytiek
legkisebb négyzetek modszerén alapuld eljarasok esetén, mint maximum
likelihood becslés esetén. A likelihood becsléshez sem a feltételrendszer nem
volt meg tobbopcids esetben, sem pedig a szamitasi teljesitmény nem allt
még rendelkezésre ez idGtajban.

Az irodalomban foglalkoztak azzal az esettel is, amikor az adatok a
maximum likelihood becsléssel nem kiértékelhetGek. Conner és Grant
2000-ben [15] 2-opcids Bradley-Terry modellt alkalmaztak cikkiikben, Zermelo
1929-es [16] cikkét (igy indirekt a Bradley-Terry modellt) altalanositottéak.
Olyan esetekre adtak megoldast kiegészitések beszurasaval, amikor az
Osszehasonlitési graf nem erdsen Osszefiiggs, igy korabbi moédszerrel nem
kaphattunk volna teljes rangsort. Yan 2016-os cikkében [17] a 3-opcios
Bradley-Terry modellre adott olyan feltételeket, melynek segitségével a nem
erGsen Osszefiiggd graf kiértékelhets. Pontos egyméshoz viszonyitott erésséget
csak az erGsen Osszefliggé komponenseken beliil lehet meghatérozni, de az
egyes komponensek kozott lehet relaciokat megadni, igy részleges rangsor
készithets. Ujabb eredményeket a nem kiértékelheté adathalmazokkal
kapcsolatban a 2-opciés modellben Kovacs és tarsai 2025-ben megjelent

cikkiikben [18] publikaltak.

Hunter 2004-ben numerikus algoritmusokat adott meg cikkében a
Bradley-Terry modellhez [19]. Ezeket alkalmazva az adott modell szerinti
kiértékelés szamitasigénye jelentésen csokkent.

Orban-Mihalyko és tarsai 2019-ben megjelent cikkeikben [20, 21| az
s-opcidos modelleket mar maximum likelihood becslés segitségével értékelték
ki, bemutatva a maximum likelihood becslésekben rejlé lehetGségeket
konfidenciaintervallumok szerkesztésére és hipotézisvizsgalatok végzésére.
Altalanositottdk az alkalmazhato eloszlasfiiggvények csaladjat szigorian
log-konkév strtségfliiggvénnyel rendelkez —eloszlasfiggvényekre [21].
Elégséges feltételt adtak meg az egyes modellek kiértékelhetGségére. Ennek
kévetkezményeképpen a tobbopcidos modellek esetén megsziiletett egy
elégséges feltétel és ez id6 tajban mar a maximum likelihood becslés szamitas
igénye sem volt tilzott a kor technikdjahoz mérve. A szerzék 2019-ben a 3-,
4-, és b-opcids modellekre elégséges feltételrendszereket fogalmaztak meg egy
4-opcios modell alkalmazésa mellett [22].

Ezutan csatlakoztam a kutatasokhoz, hogy a modelleket tovabbfejlessziik
és alkalmazasokon keresztiil is bemutassuk ezen modellek elényeit.



A PCM alapt és a sztochasztikus hatterd modellcsaladok jelentds
eltéréseket mutatnak; vannak teriiletek, ahol az egyik és vannak teriiletek,
ahol a masik szerepel jobban. A sztochasztikus modellek valoszintiségszamitasi
hattérrel rendelkeznek, ami nem mondhaté el a PCM-ekrdl, igy lehetGséget
adnak elérejelzésekre. A PCM alapti modellek esetén a kiértékelhetGség sokkal
egyszeriibben ellendrizhetd [3], illetve maganak a kiértékelésnek is kevesebb a
szamitasigénye. A konzisztencia mérés kezelésében a PCM alapt modellek
jobban teljesitenek, mig a bizonytalansédgot a sztochasztikus modellek jobban
kezelik. Az Osszehasonlitasi skalatol jelent&sen fiiggenek a PCM alapu
modellek, mig a sztochasztikus csaldadban ezen fiiggéség elhanyagolhato, a
relacios Osszehasonlitdsoknak koszonhetGen.

A Thurstone-motivalt modellek esetén a 3-opciés modellben még a
kozelmultban sem volt ismert a sziikséges és elégséges feltételrendszer, vagyis
az, hogy mikor lehet kiértékelni az adathalmazokat. Tovabba a modell
esetén nem vezettek be még konzisztencia fogalmat, mely sziikséges az adatok
tisztitasahoz, és azok meghizhatosagardl valdo meggyszédéshez. A modelleket
korabban nem vizsgaltak informacié visszanyerés szempontjabol, sem
optimalis opcidszam, sem optimalis 6sszehasonlitasi struktiarak tekintetében.
Ezen kutatasi teriileteken le volt maradva a Thurstone-motivalt modellek
csaladja a PCM csaladtol. Kutatdsomnal célul tiiztem ki a modellek
vizsgalatat az adatok kiértékelhetdsége, kiilonb6z6 opcidszamti modellek
egymaéashoz viszonyitott viszonya és az alkalmazéasuk tekintetében. Fontosnak
éreztem tovabba a PCM alapt és Thurstone-motivalt modellek kozotti
esetleges kapcsolatok felkutatasat, ami a kiilonboz6 filozofiaju modszerek
kozos gyokerének a megtalalasat is szolgalja.

A péros 0Osszehasonlitasi modelleknek rengeteg alkalmazasa volt méar

kordbban, legyen sz6 oktatasrol [23, 24|, sportrol [25], azon beliil
labdaragasrol [26, 27, 28], informaci6 visszanyerésrdl [29], energetikarol [30],
pénziigyi szektorrol [31], menedzsmentrdl [32], élelmiszeriparrol [33], képek
osszehasonlitasarol [31]. Szerettem volna béviteni az alkalmazasok korét, az

alkalmazasok segitségével szerettem volna bemutatni a Thurstone-motivalt
modellek elényds tulajdonséagait.

A dolgozat felépitése a kovetkezs. A 2. fejezetben bemutatom az
altalam kutatott modelleket és a PCM alapi modelleket. A 3. fejezetben
az informatikai megoldasokra térek ki. A 4. fejezetben részletezem a
kiértékelhetGséggel kapcsolatban elért eredményeimet. Az 5. fejezetben
a konzisztencia, inkonzisztencia vizsgalat teriiletén elért eredményeimet
mutatom be. A 6. fejezetben az altalam készitett alkalmazasokbol mutatok
be néhanyat. A 7. fejezetben Gsszefoglalom az altalam elért eredményeket.



2. A vizsgalt modellek

2.1. Thurstone-motivalt modellek

Ebben a fejezetben bemutatom a munkam soran alkalmazott Thurstone-
motivalt modelleket és mindegyiknek sajat jelolést adok, igy a késGbbi
fejezetekben csak hivatkozni fogok rajuk. KEzen fejezet végén kiilonféle
abrakon, tablazatokban bemutatom a kiilénbségeket és hasonlosagokat.

A sztochasztikus hattert paros Osszehasonlitasi modelleknél az egyes
rangsorolni, értékelni kivant objektumok esetén valoszintségi véltozokat
alkalmazunk, amelyek reprezentaljak az adott objektumokat. Az egyes
objektumokat jeloljiik sorra 1,2,3,...,n-nel, a mogétte meghtzodo
valoszintiségi valtozokat pedig &1, &9, &3, ..., &p-nel. Véarhato értékiiket, ami
az atlagos er@sségiiket reprezentalja, jeloljik mgq,mo, ms,...,m,-nel. Az
m=(my, mg, M3, ..., m,) vektort szeretnénk becsiilni a kiértékelések soran,
ami megadja szamunkra az objektumok egymashoz viszonyitott erGsségeit,
amiket keresiink az informécio visszakeresés folyaman.

Amikor 6sszehasonlitunk két objektumot, az i-ediket és a j-ediket, akkor a
két objektum viszonyat vizsgaljuk, és a szobeli értékelés mogott a valosziniiségi
valtozok kiilonbsége hiizodik meg. Az adott dontést a latens valdszintiségi
valtozok aktualis értékének kiilonbsége hatarozza meg. Ez a kiilonbség ebben
az alakban irhato fel:

§ — & =mi —m; + 15 (1)
Az n;; valoszintségi valtozokrol feltételezziik, hogy azonos eloszlast
valoszintiségi valtozok kozos F' eloszlasfiiggvénnyel.

Az alkalmazasokban 4altalam hasznalt modellekben két eloszlast
alkalmaztam:

e Normalis eloszlast, a Thurstone modellek esetén (TH);
e Logisztikus eloszlast, a Bradley-Terry modellek esetén (BT).

Az altalanos modellben az F' eloszlasfiiggvényre igaz, hogy 0 < F(x) < 1,
haromszor folytonosan differencialhato. Az f = F'(z) strtségfiiggvény 0-ra
szimmetrikus, azaz f(—x) = f(z),z € R esetén és szigortan log-konkav. Az
ilyen F' eloszlasfiiggvények halmazat jeloljiik F-fel.

Az s-opcios modell esetén s lehetséges kimenetele lehet a dontésnek,
pl.  4-opcidés modellben C; ="sokkal rosszabb", (5 ="kicsit rosszabb",
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C5 ="kicsit jobb", Cy ="sokkal jobb". Legyenek az egyes kimenetelek, vagyis
dontések sorban C, Cy, ..., Cy és ezen dontésekhez tartozé intervallumok sorra
I, I, ..., I, ahol NI, =0 hal# késR = J;_, Iy. Sorban dy,ds, ..., ds_1-€l
jeloljiik az egyes intervallumok hatarolopontjait, azaz az I -kat elvalaszto
pontokat. Ezekre teljesiil, hogy —oo < d; < dy < ... < ds_1 < 00.

Azt feltételezziik, hogy C) dontés akkor sziiletik, ha a valdszintségi valtozok
aktualis kiilonbsége az [, intervallumba esik.

Az i és j objektumok kozti dontések szimmetriaja miatt

e ha s paratlan, akkor D = d(s_1)2 < 0, valamint d,_; = —d;, | =
1,...,(s = 1)/2. Ekkor C(s41)/2 az "egyforma" opcio.

e ha s péros, akkor D = dgp =0, d_y = —dj, [ = 1,...,5/2.

A dontéseket és a nekik megfeleltetett intervallumokat az 1. dbra mutatja.

1. abra. A dontések és a nekik megfeleltetett intervallumok az s-opcids
modellben

Az alapmodell nem kezeli azt az esetet amikor valamelyik objektum
elényben van a masikhoz képest, ilyen el6ny példaul a sakkban a kezdés joga,
vagy mas sportokban a hazai palya. A modellbe elénykezelést is be lehet
épiteni. Ekkor a hazai csapat elényben lehet, mig az idegen helyen jatszo
hatranyban. Nem kell sportra gondolnunk, hogy elénykezelés alkalmazésa
javasolt legyen. Tobb kutatas megallapitja, hogy akar az Osszehasonlités
sorrendjének is jelentds szerepe van az osszehasonlitasban, példaul az izlelésnél
[35]. Az el6ny kezelését a b elényt reprezentélod vektorvaltozo segitségével
vagyunk képesek beépiteni a modellbe.

Ha az i-edik csapat elényben van (£f), akkor noveljiik erGsségét a ra jellemzd
elénykezelés mértékével, b-vel, vagyis az objektum atlagos eréssége m; + b;
lesz.

Ha pedig a j-edik csapat hatranyban van (fj’-‘), akkor csokkentjiik az atlagos
erdsségét a ra jellemzdé mértékkel, hj-vel, vagyis az objektum eréssége m; — h;
lesz hatranyban. Az altalanossag korlatozasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy
az elény mértéke megegyezik a hatrany mértékével. Vagyis ha lenne A
hatranyvektor, ami a csapat hatranya esetén csokkentené a csapat erGsségét,



akkor megmutathatod, hogy h; = b; feltételezhets. Emellett szinte mindig
igaz, hogy ha az egyik objektum el6nyben van, akkor a mésik hatranyban
van, példaul sportmérkézések (hazai palya elénye/idegen palya hatranya). A
sakkban ez erételjesen megjelenik, ugyanis a fehérrel jatszo elénye jelentds
a fekete szinnel jatszo jatékossal szemben, igy a végeredményt nagyban
befolyésolja, hogy milyen szinnel jatszott az adott jatékos.

Tehat az Gsszehasonlitasok esetén a kévetkezdt kapjuk:

& — & = (mi+bi) — (m; — bj) + i ;- (2)

Munkam soran az el6nykezelés 3 forméjat kiilonboztettem meg.

e Normal modell: nincs el6nykezelés, vagyis minden b; = 0, ez az
alapmodell (N).

e Konstans modell: konstans elénykezelés van, vagyis minden objektumra
azonos mértéki elényt feltételeziink, b; = b,i = 1,2, ..., n esetén (K).

e Egyedi modell: egyedi elénykezelést alkalmaz, vagyis minden objektum
esetén mas-més mértékd elényt jelent az elényos helyzet. Azaz egyedi
elénykezelést alkalmazunk, b;-t (E).

Jol lathato, hogy a K modell altalanositasa az N modellnek, mig az E modell
a K modellnek. A modellekre az alabbiképpen fogunk hivatkozni:

{modell tipusa} {opcioszam} {elénykezelés}.

Példaul a 3-opcids konstans elényt alkalmazé Thurstone modell jelolése:
TH 3 K.

Az bsszehasonlitasok eredményeit reprezentalja az A® n x n x s dimenzios
méatrix, ahol a 0 felsé index mutatja azt, hogy nem kiilénboéztetjiik meg,
hogy elényben vagy hatranyban tortént-e az Gsszehasonlitas. Az A° matrix
A?’j’k eleme azt adja meg, hogy az i-edik objektumot hasonlitva a j-edik
objektumhoz hényszor sziiletik '}, dontés. A dontések szimmetridja miatt

fenndll, hogy k =1,--- , s esetén A) =AY gy hai# g, és A) =0, ha
i=j.

Ha az i-edik objektum el6nyben volt az dsszehasonlitas soran, akkor az
A° matrixot hasznaljuk az adatok tarolasara, ha pedig hatranyban, akkor az
A" matrixot, ahol az e illetve a h felsé index utal az i objektum helyzetére.
Most is k = 1,--- ,s esetén AL, = Al ., a f6atlobeli elemek pedig most
is nullaval egyenldk.



Mivel mindig a kiilonbségekrsl dontiink, ezért rogzithetjik az elso
objektum erdsségét, legyen m; = 0.

A likelihood fiiggvénnyel vagyunk képesek megadni, hogy mekkora az
AY Ae AN 5sszehasonlitasi matrix kialakulédsédnak a valészintisége az m, b, d
bemeneti paraméterek mellett. A maximum likelihood becslést hasznéljuk az
objektumok erdsségének meghatéarozasahoz [30].

Az N modellre felirva a likelihood fiiggvényt, fliggetlen dontéseket
feltételezve:

L(A0|m1, mao, ..., My, d17 dg, ceey dsfl) =
s n—1 n (3)

ITII IT (P—¢ e L) o |

k=1 i=1 j=i+1

Az i és j objektumokhoz tartozo valészintiségi valtozok kozotti
kiilonbségnek az [, intervallumba esési valdszintlisége 2 < s esetén a
kovetkezsképpen fejezhetd ki:

pij1 = P& =& € ) = F(di — (m; —m;)) (4)

Dijk = P(fz—fj € Ik) = F(dk—(mi—mj))—F(dk_l—(mi—mj)), k= 2, ceey s—1
és

Pijs = P& — & € L) =1~ F(ds—1 — (mi — my)). (6)

s = 2 esetén, d; = 0. Itt nem relevans (5). Ebben az esetben a (4) és (6)
valoszintiségek a kovetkezSképpen fejezhetsk ki:

pij1 = P& — ¢ € ) :F<0_(mi_mj)> (7)
Pije = P& —& € ) =1—F(0— (m; —my)). (8)

A likelihood becslés alapjan kapott becsiilt paraméterérték elényt nem
alkalmaz6 modell esetén az a paramétervektor, amelynél a (3) likelihood
fiiggvény maximaélis, azaz

(i, d) = arg max L(A%m, d). 9)

meR™,m1=0,d; <d2<d3<...<d£5/2J =D

Ha egyedi elényt alkalmazunk a modellben, akkor a likelihood fiiggvény:
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L(Ah,Ae|m1,m2, ...,mn,dl,dg, ...,ds_l,bl, bg, ,bn) =

s n—1 n . A 10
[IT1 11 (P~ e 1) (Pt —gre ny e OO
k=1 1i= +1

Ebben az esetben az ¢ és j objektumokhoz tartozé valészintiségi valtozok
kozotti kiillonbségnek az [, intervallumba esési valoszintiségét megado képlet
kicsit valtozik; a 2 < s esetén a kovetkezGképpen fejezhets ki i elénye esetén:

P51 =P — & e ) = F(dy — ((m; + b;) — (m; — b)) (11)

Piow = PE =& € 1) = Fld = ((mi+b) = (my = b)) ()
—F(dk_l — ((mz + bz) - (m]' - bj))), k= 2, ey S — 1
és
Pije =P =& € L) =1 = F(ds—y — ((mi + bi) = (m; = b)) (13)
Ha s = 2, akkor d; = 0. Ebben az esetben a (11) és (13) valdszintségek a
kovetkezdképpen fejezhetsk ki:

Pija = P& =& € L) = F(0 = ((my + bi) = (m; = by))) (14)

és
Pijo= P& — & € L) =1—F(0— ((mi+b) — (m; —by))).  (15)
Hasonl6an felirhatéak abban az esetben is a valoszintiségek, amikor az ¢

hatranyban van.
A likelihood becslés eredménye egyedi elényt alkalmaz6é modell esetén:

’E) = arg max L(Ah, Aflm, d, b). (16)

meR™ m1=0,d1<d2 <d3<...<d|_5/2J =D, beR"”

120

(2,

A (3),(10) fiiggvényeket szeretnénk maximalizalni, megtudni, hogy mikor a
legnagyobb a fliggvény értéke, mikor alakulhat ki a legnagyobb valdszintiséggel
az A°, A¢, A" matrix, az m, d, b paraméterek mellett. A fiiggvény maximuma
azonban nem mindig létezik és nem biztos, hogy egyetlen helyen veszi fel azt.
Ehhez bizonyos feltételeknek eleget kell tenni az A%, A¢, A" Ssszehasonlitasi
matrixoknak. A feltételrendszereket az N modell esetében a kovetkezd
fejezetben részletesen ismertetem.

A fiiggvény szamitasa hatvanyozas miatt elég koltséges, igy érdemesebb a
logaritmusat venni. Ez esetben a hatvanykitevékbdl szorzotényezsk lesznek.

11



Mivel a logaritmus szigorian monoton nové fiiggvény, igy csak a maximum
értéke valtozik, a maximum helye nem.

Ha b; = 0¢ = 1,2,...,n, azaz b nem szerepel a (10)-ben, akkor nem
kiilénboztetendd meg az elényben /hatranyban megvalosulod dsszehasonlitasok
eredménye, igy A° és A" helyett az A° hasznalhato. Igy a (3) és a (10)
likelihood fiiggvények azonosak, igy azonos eredményt ad a két becslés. Igy
lathato, hogy az E éaltalanositasa a K és az N modellnek.

A modellekbe még beépithets az adatok idgbeli silyozéasa is, mert vannak
olyan esetek, amikor az id6ben kozelebbi 6sszehasonlitasokat nagyobb sullyal
érdemes figyelembe venni, mig a tavolabbiakat kisebbel. Ennek kiilonosen
elérejelzéseknél van jelentésége. Ehhez egy 0 < ¢ < 1 paramétert alkalmazok.
Az egyes 6sszehasonlitasok stlyéat ¢' szorzéval modositjuk, ahol [ jelenti, hogy
hany idSegységnyi tavolsagra van az Osszehasonlitas id6pontja az aktualis
idéponttol. Ha ¢ = 1 akkor nem beszéliink idébeli sulyozasrol. Ha ¢ < 1,
akkor id&beli stlyozésrol beszéliink, melynek mértéke annal nagyobb, minél
kisebb a q értéke.

Ha példaul 30 idGegység tavolsdgra van az Osszehasonlitas a jelenlegi
pillanattol, akkor a kordbbi A?;, helyére A, - ¢* keriil, azéltal az idGben
kozelebbi adatok nagyobb sillyal szerepelnek a kiértékelésben.

Az idébeli sulyozéast ugyanugy alkalmaztam, ahogyan azt Hvattum [37] és
Held [35] is tették a sajat cikkeikben.

Az j (v)A” matrix (v)AY; . értékeit igy szamitom:

(U)A?7j7k(’l") = A?’jyk(r)(t) qij=1,--nk=1---,s5t=0,---,T (17)
ahol t jelenti az eltelt idSegységet az Osszehasonlitas pillanatétol a jelen
pillanatig, T" a legnagyobb eltelt idGegységet az Osszes Gsszehasonlitas kozott,
v jelzése a stulyozasnak, mig r jelenti azt, hogy az egyes megfigyelésekre kiilon
alkalmazom. Az aggregalt adatmatrix ezen (v)A{ ,(r) adatmatrixok Osszege.

Stulyozas esetében kiértékelheté marad az adathalmaz, ha nem silyozottan
kiértékelhets volt, és ha nem volt kiértékelhets eredetileg, akkor nem valik
azzd a sulyozas kovetkeztében sem, ugyanis a silyozas nem véaltoztat a
kiértékelhetGségi feltételeken.

A (v) A%-hoz hasonléan képezhetjiik elényben és hatranyban a (v)A¢, (v) A"
matrixokat. Az idébeli stlyozést, valtozast a késébbiekben V-vel jel6lom. Ha
alkalmazok idébeli stlyozast, akkor a modell jelolése V-vel béviil, mig ha
nem, akkor nem valtozik a jelolés.

Munkém soran az altalanos s-opcidés modellnek kiilonféle valtozatait
alkalmaztam kiértékelésekre, elemzésekre, szimulaciokra. A kovetkezd
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tablazatokban foglalom Ossze a hasonlésagaikat és kiilonbségeiket.

Az altalam konkrétan alkalmazott modellek tipusai az 1. tablazatban

talalhatoak.

1. tablazat. Az altalam alkalmazott modellek

Modellek
neve | Thurstone | Bradley-Terry
jelolés TH BT
eloszlas | normalis logisztikus

Az altalam konkrétan alkalmazott modellek opcidszamai a 2. tablazatban

talalhatoak.

2. tablazat. Kiilonféle altalam konkrétan alkalmazott modellek opcidszamai

Modellek
opcidszam 2 3 4 5 7
jelolés 2 3 4 5 7
sokkal jobb sokkal jobb sokkal jobb
jobb jobb - - jobb
kicsit jobb kicsit jobb kicsit jobb
dontések - egyforma - egyforma egyforma
kicsit rosszabb | kicsit rosszabb | kicsit rosszabb
rosszabb | rosszabb - - rosszabb
sokkal rosszabb | sokkal rosszabb | sokkal rosszabb

Az altalam konkrétan alkalmazott modellek elénykezelésének fajtai a 3.

tablazatban talalhatoak.

3. tablazat. Modellek elénykezeléseinek fajtai

Modellek
jelolés N K E
elénykezelés | nincs | konstans | egyedi

Az altalam konkrétan alkalmazott modellek sulyozasanak fajtai a 4.
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tablazatban talalhatoak.

4. tablazat. A modellek idébeli silyozasai

Modellek
neve | suly nélkili | stulyozott
jeloleés V
q értéke qg=1 0<g<l1

A PCM alapt modelleknél a kiértékelés eredménye egy egyre normalt csupa
pozitiv koordinatakbol allo n hosszusagu vektor. Ahhoz, hogy a Thurstone-
motivalt modellek eredményeit 6ssze tudjam vetni mas modellekkel, a becsiilt
varhato értékekbdl a Thurstone-motivalt modellek esetén is stulyok képzése
ajanlott. A sulyvektort jelolje a w vektor, mely az egyes objektumok silyait
tartalmazza sorban. A sulyvektor szamitasa a kovetkezSképpen torténik:

_ ( exp(my) exp(my,) ) (18)
> i exp(mg)’ T 3T exp(mi) )

A @ vektorra igaz, hogy w; > 04 =1,...,n esetén és > .  w; = 1. Az igy
kapott eredmények szamszertileg is 6sszevetheték a PCM alapt modszerek
kiértékelési eredményeivel. Mivel a stilyokat elgallité transzformécio szigorian
monoton novekeds, ezért a w;-k ugyanazt a sorrendet adjak, mint a
varhato értékek vektora. Az m;-k csak egymashoz viszonyitott erdsségbeli
kiilonbségeket adnak meg szamunkra. A stlyvektorképzés azt is biztositja,
hogy a silyok értéke nem fiigg attol, hogy melyik m;-t rogzitettiik. Azért
is érdemes ezen silyvektorképzést alkalmazni, mert ez a Bradley-Terry
modellben egyszeri szamitasi modra ad lehet&séget, ami miatt a Bradley-Terry
modellt elGszeretettel hasznaljak a Thurstone modellel szemben.

|2)
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2.2. Specialis Thurstone-motivalt modellek: a 2- és 3-
opci6s Bradley-Terry modell

A Thurstone-motivalt modellek speciélis esetei a Bradley-Terry modellek.
Ezen modellek esetén az egyes valoszintiségek egyszertibb formaban
megadhatoak, mint més Thurstone-motivalt modellek esetén.

A Bradley-Terry modellben az alabbi eloszlasfiiggvényt hasznaljuk:

B 1
1 4e

F(z) r € R. (19)

Ha bevezetjiik a .

B e
B ZZ:1 e

jelolést, akkor ezen sulyokkal egyszertien irhatoak fel a valoszintségek, igy a
likelihood fiiggvény is konnyebben maximalizalhaté numerikusan. A 2-opcios
modell valészintiségei felirhatdak az alabbi alakban:

(20)

Uy

pija = P(i ‘rosszabb’ mint j) = j_ﬂ ; (21)
5 Uy

U

T + T

pij2 = P(i ‘jobb’ mint j) = (22)

Ebben az esetben teljestil a Luce-féle valasztasi axioma [12], és annak
altalanositasa [13|, vagyis az, hogy a 2-opciés modellben a két objektum
Osszehasonlitasi eredményének valoszintisége csak az egyméshoz viszonyitott
erGsségein mulik. Ha vessziik a két objektum koziil az egyik illetve a masik
valasztasanak valoszintiségét és ezeket egymassal elosztjuk, akkor a kapott
érték a két objektumhoz rendelt silyok arédnya lesz, mas paraméterek nem
befolyasoljak. Tehat

Pij2 _ mitm T (23)

Piidi mm TP
ami a Luce-féle valasztasi axioma teljesiilését jelenti. A 3-opciés modellben
ahhoz, hogy kezelni tudjuk a harom opciot, sziikségiink van a 0 = e, 6 > 1
valtozora. Ezzel a valtozoval felirva a valoszintiségeket a 3-opciés modellben
ezt kapjuk:

puga = Pli mosssabb min j) = 7 -

. . mmi (6% — 1)
;9 = P ¢ f " J- 1 = - ’ 25
Dij2 (@ egytorma’ j-ve ) (77'@9 + 71-3.)(7'(]0 + 7TZ'> ( )
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T

7Tj6 + 7TZ‘.

Dij3 = P(Z ‘jObb’ mint j) = (26)
3-opcids modellben mar nem csak az objektumok erésségétdl fiiggenek a
valoszintiségek, hanem a 6 paramétertdl is, ezt pedig befolyasoljak a tobbi
objektum 6sszehasonlitasabol szémazo eredmények. Tehat
Dij3 7r~9jrm Ur
Dus _ Zpim 4 T 27)

Piji  movm T

igy mar csak specidlis esetben teljesiil a Luce-féle valasztasi axioma, pl. ha
minden objektum azonos erdsségii. Davidson pontosan ezért alkotta meg a
maga modelljét, hogy a Luce-féle valasztasi axioma teljesiilését biztositsa.

A likelihood fiiggvény ezen formaja esetén fixpont-iteracio is felirhato, igy
fixpont-iteracios modszerrel is szamolhatjuk a stlyokat, és késébb belsliik az
erGsségeket. Mivel ilyen modon sokkal gyorsabb a szamitasa az erésségeknek,
igy én is elGszeretettel alkalmaztam a kiilonféle Bradley-Terry modelleket
nagyszamu szimuléciok esetében.
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2.3. A Davidson modell

Davidson a 3-opciés modell esetére szerette volna, hogy a Luce féle valasztasi
axioma teljesiiljon, igy létrehozta sajat modelljét [11].

1. Tétel. A Davidson modell nem a Thurstone-motivdlt modellek csalddjdba
tartozik.

A bizonyitas a [39] publikicioban talalhato. Ennek ellenére a modell sok
hasonlésagot mutat a Thurstone-motivalt modellekkel.

A modell a kévetkezs:

Legyen m = (71, ..., m,) sulyvektor, amire igaz, hogy 0 < m; és " | m; = L.
Az objektumok sorra 1,2, ...,n, az i-edik objektum sulyéat m; reprezentalja.
A Osszehasonlitas sordn a "rosszabb", "egyforma", és "jobb" dontések
valoszintisége legyen a kovetkezs:

] (28)
T+ j + V\/Tﬂ'j

VA (29)

Ti + ) + v\ /Tl
U

T+ T j +v \/Tﬂ'j ’
ahol v egy pozitiv paraméter, mely az "egyforma" dontések valoszintiségét
hivatott kezelni. Ha v kicsi akkor aranyaiban kevés "egyforma'" dontés
sziiletett, mig ha v nagy, akkor aranyaiban sok "egyforma" dontés sziiletett
az Osszehasonlitdsok sordn. Ha v = 0, akkor a 2-opciés Bradley-Terry modellt
kapjuk vissza. Ez a modell tehat, hasonléan a BT3 modellhez, a BT2 modell
altalanositésa.
Ha 7; értékeket megszorozzuk egy pozitiv szammal akkor a valdszintiségek

nem valtoznak.
A (28), (29) és (30) valoszintiségek miatt lathato, hogy

pij1 = P(i ‘rosszabb’ mint j) =

pij2 = P(i ‘egyforma’ j) =

(30)

pi,j,?) = P(Z ‘jObb’ mlnt j) =

S R—— (31)

\Pij1 - Dij3
Mivel

Pij3 _ T (32)
Piji T
a modellben a Luce féle valasztasi axioma teljesiil [12, 13]. Davidson pontosan

ezzel a tulajdonsaggal indokolta a modell bevezetését [11].
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Az Osszehasonlitasok eredményeit a korabbiakhoz hasonléan az A°
maéatrixban taroljuk.

Az adatok hasonloképpen értékelhetSek ki a maximum likelihood becsléssel,
mint a Thurstone-motivalt modelleknél. A likelihood fiiggvény a Davidson
modellben:

L(Al(m1, o) = [TTT TT o). (33)
A maximum likelihood becslés a Davidson modell esetén:

(7,0) =  argmax  L(A°|(7y, ..., 70, v)). (34)

>0,0>0,3"" | m=1

Davidson [11] cikkében egy elégséges feltételrendszert adott a maximum
likelihood becslés létezésére és egyértelmiiségére, amelyet a 4.1 fejezetben
mutatok be. A kozelmultig bezarolag ezt a feltételrendszert hasznéltak az
alkalmazasok soran annak ellenérzésére, hogy a maximum likelihood becslés
végrehajthato-e.
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2.4. Paros osszehasonlitasi matrixokon alapulé modellek

Napjainkban nagyon elterjedtek a paros 0Osszehasonlitasi matrixokon
alapul6 modszerek. Saaty 1990-ben megjelent cikkére [2] tobb tizezer
hivatkozas sziiletett a Google Scholar szerint. Bar a munkamban ezeket csak
Osszehasonlitas érdekében hasznaltam, réviden mégis bemutatom &ket.

Az AHP [1, 2] modell az egyik legelterjedtebb péaros Gsszehasonlitési
modell. A modell esetén, amikor Gsszehasonlitunk két objektumot, i-t
és j-t, arrol sziiletik dontés, hogy ¢ hanyszor jobb, mint j. Altalaban az
1,3,5,7,9-es szamokat engedik meg, illetve ezek reciprokat. Fzen szamokbol
egy n X n-es matrixot képeznek, amit paros Osszehasonlitdsi matrixnak
(PCM) neveznek. A matrix reciprok-szimmetrikus tulajdonsagu, ami azt
jelenti, hogy a; ; = 1/a; ;, minden 4, j par esetén. Ezt a paros dsszehasonlitéasi
matrixot altalaban a sajatvektor modszer segitségével értékelik ki [10]. A
modszer egyszertisége miatt nagy népszertiségnek orvend, az irodalomban
igen sokféle alkalmazasra talalunk példat. A moédszer hatranya, hogy csak
teljes Osszehasonlitas esetére alkalmazhato, vagyis akkor, amikor minden
objektum minden més objektummal Gssze lett hasonlitva, ami azonban
nem mindig all fenn, kiilonésen nagyszami sszehasonlitandd objektum
esetén. A modszer egyik kozponti kérdése az Osszehasonlitasi eredmények
konzisztenciaja; erre a késébbiek soréan visszatériink.

A paros Osszehasonlitasi matrixok mas modon is megalkothatok, a
kovetelmény veliik szemben, hogy az elemei pozitivak legyenek, és teljesitsék
a reciprok-szimmetrikus tulajdonsidgot. Ha vannak nem o6sszehasonlitott
objektumok, akkor a hianyzo6 elemek helyét iiresen hagyjék.

Bozoki és tarsai az LLSM-et javasoltadk a PCM-ek kiértékelésére [3],
ami szintén egy optimalizacios modszer. Ennek segitségével nemteljes
osszehasonlitasok esetére is kiértékelhetévé valt a modell. Emellett azt a paros
Osszehasonlitasi métrix képzést javasoltak, amiben az a; ; aranyt az i "jobb",
mint j és az ¢ "rosszabb", mint j dontések szamanak hanyadosaként értelmezik,
példaul ha két objektum kozott hét esetben volt "jobb" az egyik és 6t esetben a
masik, akkor % legyen a PCM matrix adott helyén az érték. Ezzel kib6vitették
a PCM matrixba beirhato értékek tartomanyat. Abban az esetben, ha egyik
0-szor volt jobb mint a maésik, ezen fajta hanyadosképzés nem miikodik, és
a PCM elemet vagy mesterségesen kell 1étrehozni, vagy ki kell hagyni. A
kihagyas persze komoly informéciovesztést okoz, a mesterséges értékek beirasa
pedig torzulast okozhat. Bozoki és tarsai [3]-ban azt is ellendrizték, hogy mikor
értékelhetd ki az LLSM segitségével egy PCM. Bebizonyitottik, hogy akkor
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alkalmazhat6 az LLSM kiértékelési modszer, hogy ha az Gsszehasonlitasokbol
képzett graf osszefiiges. Ez a graf a kovetkezdképpen hozhato létre:

A graf csucsai az Osszehasonlitott objektumok, él van behtuzva két csics
kozott, ha a megfelel§ matrixelem ki van toltve.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a PCM alapt modszerek a PCM
kialakitasakor a dontéseket direkt moédon szammé konvertaljak. Ez nem
all fenn a Thurstone-motivalt modellek esetén, ott a dontések relacioknak
felelnek meg.

Felmeriil a kérdés, hogy a kialakitott paros 0sszehasonlitdsi matrix milyen
mértékben tartalmaz/ nem tartalmaz ellentmondésokat. Ezt a konzisztencia
fogalman keresztiil vizsgaljak, és kiilonbo6z6 konzisztencia mérdszamokon
keresztiil mérik [1].

A konzisztencia fogalméat el@szor Saaty vetette fel az AHP esetén [1]. Az
adatok ellentmondésmentessége teljes Osszehasonlitas esetén azt jelenti, hogy
a paronkénti osszehasonlitdsokbol nem keletkezik logikai ellentmondas. Ez
egy példan keresztiil bemutatva azt jelenti, hogy ha ¢ 3-szor olyan j6, mint
k és k 5-szor olyan jo, mint j, akkor ¢ 3 -5 = 15-sz0r olyan jo, mint j. Ez
méar az AHP esetén gyakran hasznalt {1,3,...,9, %, s %} értékek esetén sem
mindig all fenn.

Teljes Gsszehasonlitas esetén konzisztenciarol akkor beszéliink, ha

a;; = Qi - agj, minden i, j, k-ra. (35)

Nemteljes Osszehasonlitasok esetén, mivel elGfordulhat eset, amikor ¢
Ossze van hasonlitva j-vel és k-val, de a k nincs 6sszehasonlitva j-vel a fenti
definici6 nem alkalmazhato. Helyette Bozoki és téarsai [11]-ben bevezették
azt a definicidt, amely az Osszehasonlitasi grafban szereplé korok mentén
kivanjak meg a matrixelemek szorzatarol, hogy eggyel legyenek egyenlék. Azaz
nemteljes Osszehasonlitis esetén a PCM matrix elemei akkor konzisztensek,

ha minden az Osszehasonlitéasi grafban levd (iy, g, - ,4;,41) kor mentén
(i iy * gz * - iy = 1. (36)
teljesiil.
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3. Informatikai megvalbsitas

A kilonféle paros Gsszehasonlitasi modellek esetén a kiértékelés az esetek
tobbségében igen szamitasigényes, nehéz feladat. Ezért sziikség van a
szamitasok szamitogépes elvégzésére. Ezen feliil a legtobb esetben ezek a
modellek szimulaciok segitségével érthetGek meg jobban, vagy hasonlithatéak
Ossze. Szimulaciok segitségével sejthetiink meg feltételeket a modellel
kapcsolatban. Ha egy kiértékelés jelentds erdforras-igénnyel rendelkezik, akkor
nagyszamu szimulacié esetén sziikséges hatékony alkalmazas elkészitése, mely
a futtatésokat kezeli, és azokat optimalisan minél gyorsabban végrehajtja.

Elkészitettem egy olyan alkalmazast/fiiggvényekbdl allo nagy csomagot,
amely egymassal kompatibilis részeit konnyen 6ssze lehet flizni a kiilonféle
szimulaciok, futtatasok, tesztek elvégzéséhez.

Programozéasi nyelvnek a C+#-ot valasztottam gyorsasiga és elegans
megoldéasai miatt.

Normalis eloszlashoz segitségiill a Math.NET Numerics fiiggvény
kényvtarat hasznaltam, mig az adatok json formatumban torténd iraséért
és olvasasaért a Json.NET - Newtonsoft felelt. A GPU programozéshoz az
ILGPU megoldasat alkalmaztam.

Az alkalmazés-csomag hat {6 részbdl all.

Az els6 az adatok beolvasésaért felel6s modul. Ez adatokat, példaul
sportolok eredményeit, kiilonféle adatformatumokbol képes beolvasni, és
egy olyan adathalmazba rendezi az adatokat, amely alkalmas a tovabbi
feldolgozasra. Osszehasonlitasi matrixban van tarolva az egymas ellen elért
eredmény, mig az egyes objektumok egyéb tulajdonsigai, illetve a modell
tulajdonsigai az adathoz kapcsoltan vannak tarolva. Jelenleg az altalam
leprogramozott modell 7-opciét enged meg elénykezelés mellett maximalisan,
igy ehhez van igazitva az adattarolas, mely egységes a kiilonféle modellek
esetén.

A masodik f6 rész az adatok generaldsa modul. Bizonyos esetekben
sziikséges nagyszamu szimulacioé elvégzése. Ehhez kiilon adatgeneralé modult
készitettem, mely sokféleképpen képes randomizalt adatokat generalni az
elvart informaciok figyelembevételével. Ebben a részben kapott helyet az
adatok sulyozasat vezérls almodul is.

A harmadik rész a feltételrendszerek ellenérzésével kapcsolatos modul.
Ez azért is sziikséges, mert ezen modul segitségével ellenérizhets, hogy egy
adathalmaz kiértékelhets-e, van-e egyértelmi maximumhelye a likelihood
fiiggvénynek. Az elényt nem alkalmazé modellek esetén a 2-, 3-opcids
modellekhez van a sziikséges és elégséges feltételeket ellenérzs kiértékels, mig
a 4-, 5-, 6-, 7T-opcios modellek esetén csak elégséges feltételrendszer segitségével
ellenérzom az adathalmazt. El6nyt, hatranyt alkalmazo esetekben elégséges
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feltételrendszert alkalmazok az adathalmaz kiértékelhetGségének vizsgalatara.
Emellett kiilonféle maximumbhely kereséket is alkalmazok annak eldontésére,
hogy egy maximumbhely létezik és az egyedi-e a nem elégséges esetekben. Ezen
modul kimondottan bonyolult médositott szélességi keresd graf algoritmusokat
tartalmaz, melyeket az adott igényekhez modositottam, hogy azok a lehetd
leggyorsabbak legyenek.

A kovetkezs rész a kiértékel6 modul. Az egyik leginkabb erdforras-igényes

szamitas a maximum likelihood becslések elvégzése. Maga a likelihood
fliggvény szamitasa is elég koltséges, ezért érdemes a logaritmusat venni,
ahol a szorzas Osszeadassa és a hatvanyozas szorzassa szelidiil. To6bb tiz
valtozoban (esetenként 100-as nagysagrendben) kell keresni az optimum helyét
m, b, d valtozokban, tovabba esetenként bizonyos feltételeket is teljesiteni kell a
bemeneti adatnak, ezért sziikséges numerikus optimumhely keresét alkalmazni
a becslés elvégzésekor. Mivel a strtségfiiggvény szigortan log-konkév, igy ha
bizonyos feltételeknek eleget tesz a bemeneti 6sszehasonlitas matrix, akkor
egyértelmi maximumhelye lesz a likelihood /log-likelihood fiiggvénynek.
Bar a Matlab, az R és a Python programok kinalnak sok beépitett
optimalizalot, de nagy szimulaci6 szam esetében, ahol az id6 kritikus tényezd,
sziikség van gyors, megbizhaté6 megoldasra. Olyan numerikus szélsGérték
keres6 modszert kerestem ehhez a feladathoz, amely gyors, modosithato és log-
konkav esetben jol konvergal. A Nelder-Mead moédszerre esett a valasztasom
[12] &ltalanos esetben, mig a Bradley-Terry modell esetén fixpont-iteracios
megoldast alkalmazok.

A program rendkiviili sebességet képes elérni a gyorsasagra optimalizalt
Nelder-Mead koédnak és a nagyfoku parhuzamositasnak koszonhetGen. Idérél-
idére GPU programozast is bevetettem a sebesség novelése érdekében.

A Nelder-Mead optimalizal6t nem csak a Thurstone-motivalt modelleknél,
de a Davidson modellnél és az LLSM, AHP-LLSM moédszereknél is alkalmazni
tudtam. Mivel bizonyos esetekben 10'° darab szimulaciot is le kellett
futtatnom, igy sziikkségem volt egy még gyorsabb megoldésra is. A
Bradley-Terry modell esetén lehetéség van arra, hogy parcialis derivaltak
felhasznélasaval fixpont-iteracidos modszert hasznéljak a 2-, 3-, 4- és 5-opcids
modellekre, melyek tovabbi jelentés gyorsulast eredményeztek. A fixpont-
iteracios megoldas 3-opciot alkalmazé modellek esetén atlagosan 50-szeres
gyorsulast eredményezett, amivel igy hasonlé futtatasi idé mellett majdnem
két nagysagrenddel nagyobb szimulacidészam is elérhetévé valt.

Az egyszerd implementélas és nagyfoka kompatibilitds miatt az ILGPU
megoldasat hasznédltam. Ezen fiiggvénykonyvtar segitségével atlagosan 50-
szeres sebesség novekedést értem el nagyszamu szimulacid esetén. Ezen
megoldést azon esetben alkalmaztam elészeretettel, amikor 10° -t meghalad6
szami maximum likelihood kiértékelést kellett végeznem. A GPU-t csak a
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kiértékelésekhez alkalmaztam, a tobbi modul tovabbra is CPU-n futott.

A kovetkez6 programrész az adatok kiértékeléséhez, elemzéséhez
kapcsolodé modul.  Sok esetben Osszehasonlitasokat kellett végeznem
kiilonb6z6 kiértékelési modszerek segitségével kapott eredmények kozt.
Euklideszi tavolsdgot, Spearman, Pearson, Kendall rangkorrelaciot szamoltam.
Ezen mérészamok szamolasat vezérlé kodok ebbe a modulba keriiltek,
ahonnan konnyedén meghivhatoak a kiilonféle eredményekre, rangsorokra
alkalmazva. Emellett ide keriiltek a jovébeli események el6rejelzésével
kapcsolatos programrészletek is.

A hatodik modul pedig az adatok megjelenitését hivatott szolgéalni. Itt
a kapott eredményeket az igényeknek megfelelen fajlba mentem. A fajl
formatuma és kinézete nagyon kiilonboz6 az egyes esetekben. Vannak olyan
megoldésok, ahol html kodot generaltam, van olyan megoldas, ahol word
dokumentumba mentettem a kész tablazatokat, és vannak egyszertibb csv
fajlba mentett kimeneti adatok és json fajlok is. Utobbiak f6leg az djra
futtathatosaggal kapcsolatos adatokat taroljak.

A teljes programcsomag sokszor grafikus feliiletet is kapott, de az esetek
tobbségében, mikor szimulaciok elvégzése volt a feladat, csak parancssoros
feliiletet kapott az adott program, ahol a szimulacié elérehaladasa nyomon
kovethets volt. Mivel sokszor a szimulaciok akar napokig is futottak, igy
sziikséges volt a részeredmények idérél-idére torténd automatikus mentése,
esetleges aramsziinet, vagy mas jellegii meghibésodasra val6 tekintettel.

Az elkésziilt programcsomaggal képes voltam kiilonféle modellek esetén
nagyszamu szimuléaciot elvégezni, relativ rovid id6 alatt, és azok eredményeit
konnyen értelmezheté médon megjeleniteni a kés6bbi elemzések lehet&ségének
biztositasara.

A 2. abran lathato a programcsomag folyamatabraja.

A dolgozat tovabbi fejezeteiben bemutatott eredmények nagy része
szervesen, vagy teljes mértékben kotddik a szimulaciokhoz és a kiilonféle
adathalmazok kiértékeléséhez, melyeket ezen programcsomag segitségével
végeztem el.
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4. Az adatok kiértékelhet&ségével kapcsolatos
kutatasok

Mit jelent a kiértékelhetGség? Miért is fontos tudni azt, hogy mikor
kiértékelhets egy adott Osszehasonlitési adathalmaz? Az el6z6 fejezetben
bemutatott modelleknél a paraméterbecslést a maximum likelihood
modszerrel végeztilk. A maximum likelihood becslés egy gyakran alkalmazott,
altalanos esetben is rendkiviil jo tulajdonsagokkal rendelkezd, optimalizalason
alapulo becslési modszer [36]. Egy bonyolult fiiggvényt kell esetiinkben
optimalizalni. Felmeriil ezért az a kérdés, hogy az optimalizélandé fiiggvény
felveszi-e a maximumat és a maximum helye egyértelmt-e. Ez attol fiigg,
hogy milyen adathalmaz all rendelkezésre. A modszer paros 6sszehasonlitasok
esetén nem minden adathalmaz esetén ad megoldast. Ha példaul a fagylaltos
példaban a vaniliat mindenki "jobb"-nak mondja a csokolddé iztinél, akkor
tudjuk a sorrendet, de az erGsségekrdl, vagyis, hogy mennyivel jobb, nincs
informacionk. Ez esetben az adataink nem kiértékelhetSek, vagyis a
relaciokbol, mint rendelkezésre allo Osszehasonlitasi eredményekbdl nem
kapunk szamszertsitett erésségeket.

Akkor neveziink egy adathalmazt kiértékelhetének, ha van egyértelmd
maximumbhelye a likelihood fiiggvénynek, vagyis pontosan egy olyan (m,d, b)
paraméter vektor van, amelyben a likelihood fiiggvény felveszi a legnagyobb
értékét. Ha kiértékelhetGek az Osszehasonlitdasok, akkor egyértelmiien
meg tudjuk adni az egyes erfsségeket, a hatarolé pontokat, mig ha nincs
maximumbhely vagy az nem egyértelmt, akkor nem teheté meg. Amikor sok
Osszehasonlitasi adat all rendelkezésre, akkor altalaban kiértékelhetGek az
adatok. Amikor kevés informacio &ll rendelkezésre (kevés az Gsszehasonlités),
akkor ez nem biztos, hogy teljesiil.

A kiértékelhetGség témajaban az elmult 5 évben rengeteg kutatést
végeztem. Kutatasom egyik f6 célja a kiértékelhetGség sziikséges és elégséges
feltételrendszerének megtalalasa volt. Folyamatosan sikeriilt altaldanositani
azt a feltételrendszert, amely teljesiilése esetén kiértékelhetd egy adott
Osszehasonlitasi adathalmaz. Négy cikkben jelent meg kiértékelhetGséggel
kapcsolatos eredménytink |13, 44, 45, 39]. A kérdés, amire a valaszt
kerestiik, az, hogy mikor elegendd a rendelkezésre allo, relaciokat tartalmazo
informécidmennyiség arra, hogy szdmszertsitsiik az objektumok egymashoz
viszonyitott erdsségét. Ebben a fejezetben bemutatom az eredményeket.
El6szor azokat a feltételrendszereket mutatom be, amelyeket kutatasba valod
bekapcsolodasom el6tt dolgoztak ki és publikaltak, majd ratérek a sajat
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eredményeimre.

4.1. Korabbi feltételrendszerek

A kiértékelhetGség feltételei egyrészt az alkalmazott opcidszamtol, mésrészt
az eloszlasfiiggvény tipusatol fiiggen talalhatok az irodalomban. Ebben a
fejezetben mindig az alapmodellt vizsgalom, igy az adatmétrix fels6 0 indexét
nem hasznalom, helyette feliil zarojelben az opcidszamot tiintetem fel.

Korébbi feltételrendszerekbdl ebben az alfejezetben harmat mutatok be.
Az els6 az 1957-ben Ford [8] altal ismertetett sziikséges és elégséges feltétel a
2-opcios Bradley-Terry modellre. Erre Ford-féle feltétel néven hivatkozok. A
méasodik 3-opcios modell esetén 1970-ben Davidson altal publikalt elégséges
feltételrendszer [11], melyre Davidson-féle feltételrendszer néven hivatkozok
majd. A harmadik a 2019-ben konzulenseim altal publikalt elégséges
feltételrendszer altalanos s-opcios modell esetén [21]. Mihalyko-Orban néven
fogok erre a feltételrendszerre hivatkozni.

o Ford-féle feltétel:

Ford 1957-ben mutatta be 2-opciés Bradley-Terry modellre vonatkozé
a sziikséges és elégséges feltételét. A bizonyitasnal erGsen tamaszkodott
a likelihood fiiggvény specialis alakjara, igy ez a bizonyitas nem
altalanosithato. A feltételek a kovetkezGképpen fogalmazhatok meg:

1. Definicié. Definidljuk a 8(2) grdfot, ami eqy dsszehasonlitdsi
eredményeket reprezentdlo irdnyitott grdf. A grdf csucsai legyenek
az objektumok. Legyen a grdfban i-bdl j-be mutato irdnyitott él, ha
AEQJ)Q > 0.

A Ford-féle feltétel azt jelenti, hogy a 8(2) graf erGsen Osszefliggs.
Masképpen megfogalmazva, barhogyan bontjuk két diszjunkt nem iires
részhalmazra az objektumok (csticsok) halmazat, ha van az egyikbdl a
mésikba és a masikbol az egyikbe mutato iranyitott él, akkor teljesiil a
feltétel.

Ford az allitotta, hogy az A adathalmaz pontosan akkor kiértékelhetd,
haa G® graf erésen Osszefiiggd [3].
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e Davidson-féle feltételrendszer:

Davidson 1970-ben publikalta feltételrendszerét, mely a Ford-féle
feltételrendszer 3-opcids modellre torténd adaptacioja.

2. Definicié. Definidljuk a 8(3) irdnyitott grafot. Az objektumoknak
egyes csucsok vannak megfeleltetve. Két csucs, i és j kézott i-bdl j-be
mutato irdnyitott €l van, ha 0 < Af?;)g

Megjegyezziik, hogy a grafban a ”jobb” objektumtol a "rosszabb” felé
mutatd él van. El6fordulhat persze, hogy mindkét iranyu él létezik
két objektum kozott. Az adatok kiértékelhetGségének Davidson-féle
feltételrendszere a kovetkezo:

—a) van ‘"egyforma" Osszehasonlitdsi eredmény valamely
objektumpér kozott

—b)a 8(3) irdnyitott graf erGsen Osszefiiggs

Davidson tétele azt mondja ki, hogy ha ezen a), b) feltételek teljestilnek,
akkor az A®) adathalmaz kiértékelhetd.

e Mihalyko-Orban- féle feltételrendszer:

A Mihalyko-Orbén feltételrendszert konzulenseim 2019-ben publikélték.
Ez a Thurstone-motivalt modellek esetén ad elégséges feltételt az
altalanos szigorian log-konkav stirtiségfiiggvény esetén. Most a 3-opcios
modellre vonatkozo feltételrendszert ismertetem.

A feltételrendszer a kovetkezd:

3. Definicié. Definidljuk a kivetkezd GO grifot. Az objektumoknak
felel]enek meg az eqyes csucsok Az i €és j csics kdzott leqyen €l behizva,
haA 79 >0, vagy ha A”1 A( )3>0

Szoban megfogalmazva: akkor van éllel sszekdtve két csiics, ha van
"egyforma", vagy van mindkét iranyban "jobb" dontés kozottik. A [21]
cikkben bemutatott feltételrendszer a kovetkezd:

— a) van legalabb egy (i, ) par, amire A§3j)2 >0

®3)

— b) van legalabb egy (i,j) par amire A” 1A >0
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— ¢) a G® graf osszefiiggs.

A [21]-ben bizonyitott allitas pedig az, hogy ha teljesiil a fenti 3 feltétel,
akkor az adatok kiértékelhet6k a Thurstone-motivalt modellek esetén.

A Davidson és Mihalyko-Orbén feltételrendszerek nagy segitséget nytujtottak
a kiértékelések soran annak eldéntésében, hogy elvégezhets-e a kiértékelés,
vagyis ténylegesen van-e maximumhelye a likelihood becslésnek. Azonban
sok esetben nem lehetett eldonteni ezek alapjan, hogy kiértékelhets vagy sem
az adathalmaz, mert bar numerikusan kaptunk eredményt, de kérdéses volt,
hogy ez egy tényleges és egyértelmi maximumhely-e. Ennek okan sziikség
volt a feltételrendszerek fejlesztésére, hogy kevés informéacié esetén is biztosan
el tudjuk donteni, hogy kiértékelhets-e vagy sem az adathalmaz.

A munkim soran alkalmazott feltételrendszereket a kovetkezd 5. tablazat
mutatja be. A késébbiekben az itt bemutatott roviditéseket hasznalom
tablazatokban és dbrékon.

5. tablazat. A kiértékelhetdségi feltételrendszerekkel kapcesolatos eredmények
attekintése

L Feltétel nevének roviditése és / »
Model Opcidszam Feltotel tipusa Szerz6(év)
BT 2 o Fod Ford (1957)
sziikséges és elégséges
Davidson 3 DAV Davidson (1970)
elégséges
. MO 1A )
Thurstone-motivalt 3 .y Mihalyko-Orbén et al. (2019)
elégséges
L Ford .
Thurstone-motivalt 2 e Gyarmati et al. (2023)
sziikséges és elégséges
Thurstone-motivalt 3 , SC, Gyarmati et al. (2023)
elégséges
Thurstone-motivalt NS .
Davidson 3 sziikséges és elégséges Gyarmati et al. (2026)
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4.2. A 2-opciés modellre vonatkozé6 Ford tétel
aAltalanositasa

Ford 1957-ben [¢]-ban ismertette a 2-opcioés Bradley-Terry modell esetére
az adatok kiértékelhetGségét biztositd sziikséges és elégséges feltételt. A
bizonyitas soréan kihasznélta a modell specialis tulajdonsagait. Azonban az
allitas altalanos F' € F esetén is igaz. Az altalanositas bizonyitassal egyiitt
megtalalhato a [15] publikicionkban.

A tétel a kovetkezd:

2. Tétel. Legyen s=2 és F € F. A mazimum likelihood becslés (MLE)
létezésének és egyértelmiiségének szikséges és elégséges feltétele az my = 0
feltétel mellett a kovetkezd: az objektumok S és S tetszdleges, nem fiires
felosztasa esetén legaldbb eqy olyan S-beli elem létezik, amely 7jobb”, mint
S wvalamely eleme, és legaldbb eqy olyan S-beli elem is létezik, ami "jobb"
valamely S-beli elemnél. Mdasként fogalmazva, az adatok kiértékelhetdségének
sziikséges és elégséges feltétele eqy paraméter rogzitése utdn az 1. Definicioban

lévs G?) grdf erds dsszefiiggdsége.
A részletes bizonyitast a [15] publikicio tartalmazza. A bizonyitasban az

erGs Osszefliggdség alapjan megmutathato, hogy az m paraméter koordinatai
korlatos zart halmazba foglalhatok, vagyis azon kiviil biztosan kisebb értéket
vesz fel a likelihood és a log-likelihood fiiggvény, mint a halmazon beliil.
Mivel a likelihood és a log-likelihood fiiggvény folytonos, igy a korlatos zart
halmazban felveszi a maximumat. A maximumbhely egyértelmiiséget a log-
konkév mértékek elmélete alapjan a strtségfiiggvény szigoru log-konkévitasa
biztositja [10].

Ford 1957-es bizonyitasaban felhasznalta a Bradley-Terry modell (21), (22)
alakjait, igy az altala adott bizonyitas csak a logisztikus eloszlés esetén volt
érvényes. Ezen altalanositas segitségével mar nem csak logisztikus, hanem
normalis eloszlasra (Thurstone modell), gamma eloszlasra (Stern) [17] is
alkalmazhato a sziikséges és elégséges feltételrendszer.

A tétel alapjan lathato, hogy az a lényeges, hogy bizonyos esetekben a
megfelel6 dontések szamanak pozitivitasa (nem 0 tulajdonsaga) teljesiiljon,
maga az egyes A;;p-k konkrét értéke nem szamit a kiértékelhetSség
ellendrzésekor.
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4.3. Egy 3-opcids elégséges feltételrendszer

Ebben a fejezetben bemutatok egy ujabb feltételrendszert, amely
altalanositdsa a Davidson és Mihalyko-Orban feltételrendszereknek. A
feltételrendszert a [15] cikkben publikdltuk. Ez a feltételrendszer tovabbra is
csak elégséges feltételt ad a kiértékelhetGségre.

4. Definicié. Definidljuk a ﬁ(?’) grdfot a kiovetkezéképpen. A grdf csiucsai
legyenek az objektumok. Ai?ﬂ > 0 esetén oda-vissza mutato irdnyitott
“egyforma” él legyen behizva az i és a j csics kozott, mig AE‘?S > (0 esetén i
csucsbol a 7 csucsba mutato egyirdnyd irdnyitott "jobb" él.

Ekkor igaz a kovetkezd:

3. Tétel. Legyen egy 3-opcios Thurstone-motivdlt modellink F € F
eloszldsfigguénnyel. Tegyiik fel, hogy az A®) mdtrizra teljesiil az aldbbi 3
feltetel:

0

1. Van legaldbb egy olyan (i,j) indexpdr amelyre 0 < A7, ,.

2. A ﬁ(S) graf erdsen 0sszefiiggd.

3. Létexik olyan wranyitott kor a ﬁ(:‘) grdafban, ahol 7j0bb” élek mentén
korbeérink.
FEkkor az my = 0 és 0 < d feltételek mellett létezik és egyértelmid a
likelihood fiiggvény maximuma.

A |15] cikkben megtalalhato a tétel bizonyitasa.

Belathato, hogy a 3. Tételben szerepld feltételrendszer altalanositésa
a Davidson és a Mihalyko-Orban feltételrendszereknek. Az els§ feltétel
mindharom feltételrendszerben megvan. A Davidson-féle feltételrendszerben
erGsen Osszefliggének kell lennie a grafnak, de ott ehhez csak a "jobb" éleket
hasznaljuk fel. Ebben a feltételrendszerben az "egyforma" kétiranyu éleket is,
ezért altalanositéasa a Davidson feltételrendszernek. A harmadik feltétel pedig
a Davidson-féle feltételrendszer esetén azonnal teljesiil, ha Osszefiiggs a "jobb"
élek mentén a graf. A Mihalyko-Orbén feltételrendszerben a grafosszefiiggGség
feltétele egy specialis esete az el6bb ismertetett feltételrendszer Gsszefiiggdségi
feltételének. A Mihalyko-Orban harmadik feltételének pedig altalanositasa a
koradbban ismeretett csak "jobb" éleket tartalmazo6 kor, ugyanis az nem csak
kettd, hanem tobb elembdl is allhat.
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Ez a feltételrendszer jelentGs elérelépést jelent a  korabbi
feltételrendszerekhez képest, de még nem sziikséges és elégséges
feltételrendszer. Vannak olyan esetek, amikor a feltételrendszer nem
képes detektalni, hogy létezik és egyértelmid a maximumbhely. Ilyen esetet
lathatunk a 4. abréan.

A 3. abra egy példa arra, hogy az 1j feltételrendszer olyan esetekben is
képes detektalni, hogy kiértékelheté az adathalmaz, amikor a masik ketts
nem. A 3. &abran lathato példa esetén sem a Davidson-féle feltétel, sem
a Mihalyko-Orban feltétel nem teljesiil, de a 3. Tétel feltételei igen. Ez
azt jelenti, hogy az adatok biztosan kiértékelhetSek. A 3. &bra egy olyan
esetet mutat be, amikor kiértékelhets a relaciés adathalmaz, de a szigoru
koros feltételrendszer sem képes detektalni, hogy kiértékelhetGek az adatok.
A 4. abra egy olyan példa, amely esetén a likelihood fiiggvény felveszi a
maximumat és a maximumbhely egyértelmid. Ez a 3-opciés Bradley-Terry
modell esetén analitikus szamitasokkal ellenérizhets. Ennek ellenére egyik
eddig ismert feltételrendszer sem teljesiil. Vagyis ezek a feltételrendszerek
nem sziikségesek a kiértékelhetGséghez.

23

@ @

3. abra. Példa  olyan
Osszehasonlitasi eredményekre,
amikor létezik csupa gy6zelmekbdl
allo kor

4. abra. Példa  olyan
Osszehasonlitdsi  eredményekre,
amikor nem  létezik  csupa
gy6zelmekbdl allo kor, az adatok
mégis kiértékelhetsk

31



4.4. Az adatok kiértékelhetGségének sziikséges és
elégséges feltételrendszere 3-opciés modellek esetén

Ezen fejezetben bemutatom a sziikséges és elégséges feltételrendszert az A®)
adathalmaz kiértékelhetGségére a 3-opcios Thurstone-motivalt modellek és a
Davidson modell esetén. Az eredményt a [39] Dl-es cikkben publikaltuk.

A feltételrendszerhez a grafot a 4. Definicibban megadott modon
definialom.
A kiértékelhetGség sziikséges és elégséges feltétele a kovetkezs:

4. Tétel. Tekintsiink eqy 3-opcios Thurstone-motivdlt modellt F € F
eloszldsfiggvénnyel, vagy a Davidson modellt. Akkor és csak akkor létezik
a likelihood fligguény egyértelmid mazimumhelye az m; =0 és 0 < d = —d;
megkdtéssel a 3-opcids Thurstone-motivdlt modellben, vagy 0 < @, 0 < v,
Yo m =1 megkitéssel a Davidson modellben, ha az AC) mdtriz kielégiti az
aldbbi 3 feltételt:

1. Van legaldbb egy olyan (i, j) indexpdr amelyre 0 < AD .
2. A J. Definicioban megadott ?(3) grdaf erdsen 6sszefligqd.

3. Létezik olyan iranyitott kor a ﬁ(“?’) grafban, amelyben tobb a “jobb” élek
szama, mint az “eqyforma” élek szama.

Ezzel a tétellel valaszt adtunk egy tobb, mint 70 éve nyitott kérdésre. A
matematikailag bizonyitott allitdst tigy sejtettem meg, hogy igen nagy szamu
szimulaciot végeztem és elemeztem a szimulaciok eredményeit.

A feltételrendszer jol elkiiloniilé 3 feltételbdl all. Az elsG feltétel azt
biztositja, hogy létezik a d-nek pozitiv als6 korlatja. A masodik feltétel az
egyes objektumok atlagos erdsségét, azaz az m; varhato értéket korlatozza
alulrol és feliilrél. A harmadik feltétel kovetkeztében pedig a d-nek van felsé
korlatja. Igy minden egyes paraméterében korlatos és zart halmazra van
korlatozva a likelihood fliggvény. Mivel a strtiségfiiggvény log-konkav ezért a
maximum helye egyértelmi. A bizonyitas a [39] publikacié Appendixében
talalhato.

Erdemes megvizsgalni, hogy az egyes feltételrendszerek hatékonysaga

mennyire tér el egymastol. FEz szimulaciok alkalmazasaval lehetséges.
Bradley-Terry és Thurstone modelleket alkalmaztam a szimulaciéim soran.
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4 kiilonféle szituaciot generaltam (lasd 6. téblazat), ahol az “egyforma’
és 7jobb”/’rosszabb” dontések aranya kiilonbozs. A dontetlen hatarat
reprezentald d = —d; két értéket vehetett fel 0,1-t és 0,5-t. Az erdsségeket,
az m vektort igy definidlom: m = (0, h,2h,...,(n —1)-h). A h két értéket
vehetett fel 0,1-t és 0,25-t. Ezen kiindulasi adatok segitségével véletlenszertien
Osszehasonlitasokat generaltam.

Négy feltételrendszerrel értékeltiik ki az igy generalt 6sszehasonlitasokat. A
[39] cikkbdl vett jeloléseket hasznalom itt f6leg. Az MO a Mihalyko-Orbéan
feltételrendszer (cikkben MC), DAV a Davidson-féle feltételrendszert, mig
az NS a sziikséges és elégséges feltételrendszert jelenti, mig az SC a szigori
koros feltételrendszert a [15]-6s cikkbdl.

Az egyes feltételrendszerek egymaéshoz valo viszonyat az 5. abra mutatja
be. A feltételrendszereknél az MO és a DAV két jelentGsen kiilonbozs
feltételrendszer, de van kozos metszetiik. Az SC altalanositasa ennek a két
korabbi feltételrendszernek, mig az NS az SC &ltaldnositasa. Mivel az NS
sziikséges és elégséges feltételrendszer, igy akkor és csak akkor van egyértelmi
maximumbhelye a likelihood fliggvénynek, ha az NS feltételrendszer teljesiil.

NS
SC

5. abra. Az egyes feltételrendszerek egymashoz vald viszonya

A hatékonysag illusztralasa érdekében az egyes esetekben 10% darab
szimulaciot végeztiink el és megvizsgaltuk minden egyes szimulacioban a
kiilonféle Osszehasonlitasi szamokra (20, 40, 80) melyik feltételrendszer
teljesiilt.
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6. tablazat. Paramétervalasztas a szimulacidokhoz

Szituacio | h d | Az "egyforma” aranya | A "jobb” és "rosszabb” aranya
L. 0,1 {0,5 nagy nagy
I1. 0,1 | 0,1 kicsi nagy
I1I. 0,25 | 0,5 nagy kicsi
IV. 0,25 | 0,1 kicsi kicsi

Bradley-Terry modellre 10 objektum esetén az eredmények a 6. abran
lathatoak. Megfigyelhets, hogy ahogy egyre tobb Osszehasonlitasunk van,
gy csokken az NS elénye a tobbihez képest. Az SC 80 Osszehasonlités esetén
azonos eredményt ér el, mint az NS, 40 osszehasonlitasnal majdnem 100%-t,
de kevés (20) osszehasonlitas esetén jelentSsen lemaradt téle. A DAV és
MO feltételrendszerek, mivel csak egy részét fedik le a korabban emlitett
NS és SC feltétrendszerek altal lefedett eseteknek, jelentGsen rosszabbul
szerepelnek, kiillonosen kevés Gsszehasonlitas esetén. A legjobb esetben is 20
osszehasonlitas esetén nem haladja meg az MO és DAV a 21.76%-ot. Mig
az MO jol fel tudja hasznalni a nagyszamu "egyforma” eredményt, addig
a DAV mindossze egy “egyforma” dontést tud felhasznélni. Ellenben a
"jobb” /"rosszabb” egyiittes el6fordulasanak nagy aranya inkabb a DAV-nak
kedvez. Az “egyforma” eredmények felhasznalasabol kovetkezik, hogy a II.
és IV. szituécioban a DAV, mig az [. és I11. szituacioban az MO teljesit jobban.

20 objektum esetére is hasonl6 eredményeket kapunk a Bradley-Terry
modellel kiértékelve, amelyek a 7. dbran lathatéak. Itt is az objektumszam 2-,
4-, 8-szorosa szamu Osszehasonlitast végeztiink el. Az NS elénye jelentGsebb
mint a 10 objektum esetén, ugyanis a tobbi feltételrendszer, SC, MO, DAV
kevésbé képes detektalni a kiértékelhetGséget.

Thurstone modell esetére is elvégeztilk a szimulacidkat 10 és 20
objektumra. Az eredményeket a 8. és 9. abran lathatjuk. A Bradley-Terry
modellben elért eredményekhez hasonld eredmények sziilettek kis eltérésekkel.

Nagy objektumszam esetén is (n = 50) végeztem szimulaciokat a
Bradley-Terry modellt hasznalva, lasd 10. abra. Itt az Osszehasonlitasok
szamat 200, 400, 800-ra kellett novelnem. Az eredmények az NS jelentss
elényét mutatjik a tobbi feltételrendszerrel szemben. Az MO és a DAV a 200,
400 osszehasonlitas esetén alkalmazhatatlanok (0% koriili értékiek), még az
SC is hasznalhatatlan a szituaciok felében 200 6sszehasonlités esetén.

Az eredmények azt mutatjak, hogy jelent6s az NS elénye az SC-vel, az MO-
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A kiilonboz6 feltételrendszerek hatékonysaga
(n=10,BT_3_N)
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6. abra. Az egyes feltételrendszerek hatékonysaga a sziikséges és elégséges
feltételrendszerhez viszonyitva a Bradley-Terry modellben (n = 10)

vel, a DAV-val szemben. Akkor a legnagyobb, ha kevés sszehasonlitasunk
van és sok objektumunk, ekkor sokszor csak az NS segitségével lehet
meghatarozni, hogy kiértékelhets-e egy adathalmaz vagy sem.

Egy valos életbdl vett példaval is alatamasztom a sziikséges és elégséges
feltételrendszer fontossagat. A 2024/25-6s Premier League szezont kévettem
végig fordulorol fordulora és vizsgaltam, hogy kiértékelhetSk-e az adatok az
egyes feltételrendszerek segitségével. Meg is tettem a kiértékelést, amennyiben
lehetséges. Az angol els6 osztalyban 20 csapat jatszik 38 fordulén keresztil.
A 11. abra tartalmazza az elsé 22 fordulé esetén a Spearman rangkorrelacios
indexet [18] az utols6 fordulé uténi rangsorral Osszevetve. Zold szinnel
jeloltem azon fordulok rangkorrelacios értékeit, amikor egy 1j feltételrendszer
teljesiilt az adatokra: az 5-dik forduléban az NS, 6-dikban az SC, 11-dikben
a DAV és legvégiil a 22-dikben az MO. Az MO legjobb esetben is csak a
20-adik forduldoban teljesiilhetett volna, mert akkor volt az elsé visszavago,
és ezen feltételrendszer esetén sziikséges olyan két csapat, amelyiknél az
egyik alkalommal az egyik, a masik alkalommal a masik csapat gy6zott. A
korrelacios indexekbdl leolvashatd, hogy mar az elején is igen j6 eredményt ér el
a modell az igen kisszamu (50) Osszehasonlités ellenére, a végss eredményhez
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A kiilonboz06 feltételrendszerek hatékonysaga
(n=20,BT_3_N)
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7. dbra. Az egyes feltételrendszerek hatékonysaga a sziikséges és elégséges
feltételrendszerhez viszonyitva a Bradley-Terry modellben (n = 20)

viszonyitva. Id6vel né a korrelaciés index, de tobb mint négyszer annyi
mérkdzeés (22-es fordulo, 220 6sszehasonlitas) utan is csak 0,1-el javult a
Spearman rangkorrelacios index.

Az eredmények aldtamasztjak, hogy a gyakorlatban is hasznos tud lenni a
sziikséges és elégséges feltétel, kiilonosen kisszamu dsszehasonlitas esetén. Ezen
feliil ez az informéaci6é hozza tud jarulni ahhoz, hogy amennyiben nem lehet
kiértékelni az adathalmazt, akkor milyen 6sszehasonlitasokat lenne érdemes
még elvégezni, hogy azok segitségével kiértékelhetévé valjon az adathalmaz. Az
adott informéci6 segitségével meg lehet tervezni Gsszehasonlitési struktirékat,
mely a lehets legkevesebb Osszehasonlitassal a lehetd legtobb informaéacio
visszanyerését teszi lehetévé a modell altal.
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A kiilonb6z6 feltételrendszerek hatékonysaga
(n=10,TH_3_N)

100%
90%
80%
70%

60%

50%

40%

30%

20%

10%

0,00%
75,50%
99,66%
100,00%

0%

26%

8 N1,97%
79,55%
100,00%
100,00%
0,00%
84,15%
99,98%
100,00%
1,44%
1,21%
68,06%

9,93
100,00%

40 80 2

1<}

40 80 20 40 80 20 40 80
I 1. . V.

mDAV/NS mMO/NS = SC/NS

8. abra. Az egyes feltételrendszerek hatékonysaga a sziikséges és elégséges
feltételrendszerhez viszonyitva a Thurstone modellben (n = 10)

A kiilonboz6 feltételrendszerek hatékonysaga
(n =20, TH_3_N)
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9. dbra. Az egyes feltételrendszerek hatékonysaga a sziikséges és elégséges
feltételrendszerhez viszonyitva a Thurstone modellben (n = 20)
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A kiilonboz6 feltételrendszerek hatékonysaga
(n=50,BT_3_N)
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10. abra. Az egyes feltételrendszerek hatékonysaga a sziikséges és elégséges
feltételrendszerhez viszonyitva a Bradley-Terry modellben (n = 50)

Spearman rangkorrelacios index
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11. abra. Spearman rangkorrelacié az elsé 22 fordulé alapjan kialakitott
rangsor és az Osszes mérkézés eredménye alapjan kialakitott rangsor kozott.
A z6ld oszlopok egy-egy 1j feltételrendszer teljesiilését jelzik (5-NS, 6-SC,
11-DAV, 22-MO)
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4.5. Optimalis opcioszam valasztasa

Vannak olyan esetek, amikor az Osszehasonlitdsok eredményei kiilonbozé
opcidszam megengedése esetén is értelmezhetGek. Példaul lehet, hogy csak
"jobb" /"egyforma" /"rosszabb" kategoridkba soroljuk az Gsszehasonlitasok
eredményeit, de az is lehet, hogy a jobb opciét tovabb bontjuk "kicsit
jobb" és "sokkal jobb" kategoridkra. A megfelel6 opcidszam valasztésa igen
fontos teriilete a Thurstone-motivalt modelleknek. Megfelel6 opcidszam
mellett korabban ki nem értékelheté adatok kiértékelhetévé valhatnak,
vagy akar tobbletinforméciot vagyunk képesek visszanyerni, azonos szamu
Osszehasonlités felhasznalasaval. Az adott témaban két publikaciom jelent
meg [19, 50]. Ezek a 2- illetve 4-opcids modellek, a 3- illetve 5-opcids
modellek, valamint az altalanos s- és (s + 2)-opcios modellek kapcsolatéaval
foglalkoznak. Ebben a témaban elért eredményeimet foglalom 0ssze ebben az
alfejezetben.

Legyen 2 < s rogzitett. A fels6 indexben jelezziik, hogy hany opcids
modellrél beszéliink. Alljanak rendelkezésiinkre az (s + 2)-opciés modellben
adatok oly modon, hogy minden k£ =1,--- , s + 2 esetén létezzen olyan (i, 7)
par, melyre 0 < A teljesul Ezeket az adatokat konvertaljuk &t s-opcios
adatokka. Az s- és (s + 2)-opcios modellek adatai kozt a kapcesolat legyen a
kovetkezs:

AP = AP + ALY (37)
s 2 s 2
A 1,J,8 Az( j+s+1 + AE g+s+2 (38)
AP =AY k=235 1. (39)

Forditott esetben, amennyiben az s-opcios modell adataibol (s 4+ 2)-opcids
modell adatait szeretnénk létrehozni, akkor szétbonthatjuk az s-opcios két
szélsé dontését, igy képezve (s + 2)-opciés modellhez adatokat. A szétbontas

oly médon végezziik el, hogy 0 < Asz)sﬂ és 0 < ASZQ&H teljestiljon
valamely (i, j1) illetve (zz, Jo) parok esetén, és a (37) és a (38) Osszefiiggések

maradjanak igazak.
Vizsgaljuk meg, milyen kapcsolat allhat fent az s- és (s + 2)-opcios

modellekben az adatok kiértékelhetGsége kozott. Négy elméleti lehetGséget
kiilénboztethetiink meg:

39



A) Az adatok csak az s-opciés modellben kiértékelhetGek.

C) Az adatok mindkét modellben kiértékelhetGek.

)
B) Az adatok csak az (s + 2)-opcios modellben kiértékelhetek.
)
D) Az adatok egyik modellben sem kiértékelhetéek.

A B) eset létezik, ezt szemlélteti az a példa, amelyhez tartoz6 adatok a
kovetkezdk:

4 4 4 4 4 4
Ag,%,l = Aé,i,zx = Ag,%,?) = Aé,%g = Aé,?),g = Az(a,%,:s =1, (40)

a tobbi adat pedig 0. Az adatokhoz tartozé iranyitott graf a 12. abran
lathato. 4-opcios modellben gytijtottiik az adatokat, a szemléletesség kedvéért
dupla nyillal szerepelnek a "sokkal jobb”, mig szimpla nyillal a "kicsit jobb”
Osszehasonlitési eredményekhez tartozo élek.

0 2—3)

-

12. abra. Az (40) példanak megfeleltetett iranyitott graf a 4-opcios modellben

Ezen példa csak a 4-opciés modellben kiértékelhets. A 4-opcidés modellben
valo kiértékelhetdség alatamasztasa érdekében alkalmazhatjuk az [D1]
publikacio 3.2. Tételét. A 2-opcidés modellben viszont az adatok nem
kiértékelhetsk, mert 2-opcios modellben a G ) iranyitott graf nem erdsen
Osszefiiggd, igy nem teljesiil a kiértékelhetGség sziikséges és elégséges feltétele.
(A 3-as objektum erdsségét nem tudjuk megbecsiilni, ugyanis a likelihood
fiiggvény akkor konvergal a szuprémumahoz, ha ezen objektum ergssége tart
a +oo-hez.)

C) eset létezik, melyet illusztral a kovetkezd 4-opcids modellbeli példa. Az

adatok legyenek a kovetkezdk:
4 4 4 4
Ag,%,l = A;%A = A§,2,3 = Aé,b = (41)
= Ag}%,z = Aé‘,‘%,g = A:(;,gg = Agg,:a =1,

a tobbi érték pedig legyen 0. A (41) altal generalt iranyitott graf a 13. &dbran
lathato. Ezen példa esetén mindkét modell segitségével ki lehet értékelni az
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adatokat, ugyanis teljesiil a 2-opcios esetben a sziikséges és elégséges feltétel,
valamint a 4-opcids esetben most is alkalmazhatjuk az [51] publikacio 3.2.

0 2 3

13. abra. A (41) példanak megfeleltethetd graf a 4-opcios modellben

D) eset is létezik, példa ra az alabbi adathalmaz:

Ag,s - Ag,s - Ag,z - AQA = Agsz,l - Ag:)),t’) =1, (42)
a tobbi érték pedig 0. A (42) adathalmaz &ltal generalt iranyitott grafot a 14.
abra mutatja. A szemléletesség kedvéért dupla nyillal szerepelnek a “sokkal
jobb”, mig szimpla nyillal a "kicsit jobb” és oda-vissza nyillal az “egyforma”
osszehasonlitasi eredményekhez tartozo élek. Nem teljesiil a kiértékelhetGség
sziikséges és elégséges feltétele 3 opcid esetén, és 5 opcid esetén sem lehet
kiértékelni az adatokat, mert ha a 3-as objektum erGssége tart —oo-be, a
log-likelihood fliggvény értéke szigortian monoton nd.

A 27—

14. abra. A (42) példanak megfeleltethetd graf az 5-opcids modellben

Az A) eset azonban nem fordulhat els, ugyanis igaz az alabbi allités:

5. Tétel ([19, 50]). Legyen s = 2,3, és legyen A®) olyan adathalmaz, amelyben
minden opcioba esik legaldbb egy dontés. Ha az s- és az (s+2)-opcids modellek
adatai kézott teljesil (37), (38) és (39), valamint az (s + 2)-opcids modellben
is létezik minden opcidba esé dontés, tovdbbd A®) kiértékelhetd az s-opcids
modellben, akkor az A®Y? kiértékelhetd az (s + 2)-opcids modellben.

A 5.  Tétel bizonyitdsa azon alapszik, hogy s = 2,3 esetén a
kiértékelhetGségnek ismerjiik a sziikséges és elégséges feltételeit. Megjegyezziik,
hogy ha 3 < s, akkor mivel nem ismerjiik a sziikséges és elégséges feltételeket
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az altalanos s-opciés modellben, ezért ilyen allitast matematikailag nem
tudunk bizonyitani. Mivel azonban szimulaciokat tudtunk végezni, az allitas
a nagyszamu szimuléciok alapjan igaznak tiinik 3 < s esetén is.

Osszefoglalva az eddigieket, a négy elméleti lehetdség koziil csak
harom valosulhat meg: egyik modellel sem vagyunk képesek kiértékelni;
csak a nagyobb opcidészamu modellel vagyunk képesek kiértékelni; illetve
mindkét modell segitségével elvégezhetjiik a kiértékelést. Ezen utolso eset
a legérdekesebb, mert ekkor dontést kell hoznunk, melyik modellel akarjuk
kiértékelni az adatokat. A dontést aszerint célszer meghozni, hogy melyikkel
vagyunk képesek tobb informéciét visszanyerni.

Erre a kérdésre elméleti eszkozokkel nem tudunk valaszolni. Szimulaciok
segitségével azonban megmutattam, hogy melyik opcidszami modell
alkalmazasa ajanlott kiilonboz6 esetekben. Az s és (s + 2)-es modellek koziil
az s =2 ¢és s+ 2 =4, illetve az s = 3 és s + 2 = 5 opcidészamu modelleket
valasztottam ki, mint leggyakrabban alkalmazott modelleket. Véletlen varhato
értékeket generaltam a 4- és az 5-opcios modell segitségével, ehhez elére fixalt
di-et és dy, do-t hasznaltam, vagyis igy atlagosan rogzitettem az "egyforma’,
"kicsit jobb”, "sokkal jobb” dontések aranyat. Véletlen Osszehasonlitasokat
generaltam a Bradley-Terry modellben, majd azokat kiértékeltem mind az s-,
mind (s+ 2)-opcios modellel (s=2, illetve s = 3). A szimulacioszam 10° volt a
kiilonféle szitudciokban. Egy-egy szituaciot mutatok be a kévetkezs oldalakon.

Ahhoz, hogy mérni tudjuk a hibat, a kévetkezé mérGszamot vezetem be:
néztem a kezdeti, és az adatok alapjan becsiilt varhato értékek négyzetes
eltérésének Osszegét az s-, és (s + 2)-opcids modellekben, azaz az

) =3 (@ —my)? (43)

i=1

mérdszamot. A hiba értéke e**) ahol sx jelenti az opcidszamot. Minél kisebb
ez az érték, annal jobban illeszkedik a modell. A legkisebb e** értéke 0, ami
azt jelenti, hogy nincs eltérés az igazi és a becsiilt varhato értékek kozott.
Mivel sok szimul4ciot hajtottam végre, igy atlagot képeztem, amit e(s*)-gal
jeloltem.

Amikor két kiilonb6z6 opcidszamit modellt hasonlitok Ossze, akkor a
relativ hibajuk az érdekes szamomra. Példaul a 2-, és 4-opciés modell
Osszehasonlitésa esetén:
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22) _ o(4)
@ _ P —e® (44)
e)
Ez az érték ha negativ, akkor a kisebb opcidszami modell teljesit jobban,
mig ha pozitiv, akkor a nagyobb, 0 esetén pedig a két modell egyforméan teljesit.

A bemutatott példaban 2-, és 4-opciés modellek esetén 8 objektumot
hasonlitottam ossze. Az m;-ket a [0,2| intervallumbol valasztottam ki
egyenletes eloszlas szerint. A d;-t -1,35-nek vélasztottam. Az eredményeket
az Appendixben talalhato 31. tédblazat tartalmazza. Az Gsszehasonlitasok
szamat |Al|-val jelolom, a kévetkezd oszlopban azon esetek szama lathato,
amelyeket mindketté modell segitségével ki tudtam értékelni, az ezt
kévetsben azok szama, amikor csak a 4-opcids modellel, ezutan pedig azon
esetek szamat, amikor egyikkel sem, ezutan kévetkeznek az egyes modellek
esetén a hibak és a relativ hiba. A 21-edik Osszehasonlitéastol szamitva a
4-opcios modell teljesit jobban (R?»®) > (). Tébb méas szituacioban is
végeztem teszteket, gy kerestem d; paramétert, hogy a "kicsit jobb”, "sokkal
jobb” Osszehasonlitasok relativ gyakorisaganak aranya minden lehetséges
értéket felvehessen egy tizedesre kerekitve. Azt tapasztaltam, hogy a
kiilonféle szituaciokban, ahol kiilonboz6ek a “kicsit jobb”, "sokkal jobb”
osszehasonlitasok aranyai, id6vel mindig a nagyobb opcidészamii modell teljesit
jobban. Ez azt jelenti, hogy tobbletinformaciot képes a nagyobb opcidészamot
megengedd modell felhasznalni, amennyiben az 6sszehasonlitasok szama nem
tal kevés. Egyértelmi Osszefliggést tapasztaltam az objektumok szama és az
Osszehasonlitasok széma kozott, amitsl kezdve jobb a nagyobb opcidszamu
modell. Ha az sszehasonlitasok szama eléri a legalabb 2n + 5 értéket (n az
objektumok szédma), akkor érdemesebb a 4-opcids modellt alkalmazni.

A 3- és 5-opcids modellek elGszeretettel alkalmazott modellek, legtébb
modell esetén sziikséges az "egyforma” megengedett opcid, (példaul labdariagas
esetén dontetlen kimenetele is lehet a mérkézésnek). Az ilyen 6sszehasonlitasok
esetén a golkiilonbségekkel kiilonbséget tudunk tenni a “kicsit jobb" és a "sokkal
jobb” kozdtt. Sokszor elengedhetetlen a nagyobb opcidszam alkalmazésa, mert
a kisebb opcidszamu modellel nem lehet kiértékelni az adatokat. Pontosan ez
tortént a 2024 UEFA Eurépa Bajnoksagban is, ahol Spanyolorszag minden
meccsét megnyerte [52]. Azonban ha 3-opciés modell helyett 5-opcios modellt
hasznalunk, az adatok kiértékelhetévé valnak.

s = 3 esetén hasonld szimulacidokat végeztiink el mint a 2- és 4-opcids
modellek esetében. Most is bemutatok egy példat. Az Osszehasonlitott
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objektumok szama itt is 8 volt. A varhato értékeket egyenletes eloszlassal
az [0, 2] intervallumbol valasztottuk, d; és dy rogzitett értékek voltak, d; =
—1,35, dy = —0,1. Ebben az esetben egy extrém helyzetet mutatok be, ahol
nagyon ritka az "egyforma” dontés, mikézben a “kicsit jobb” és “sokkal jobb”
dontések aranya kozel azonos. Az "egyforma”, “kicsit jobb” és "sokkal jobb”
dontések aranya rendre 0,0540 / 0,4768 / 0,4692. A szimulaci6é eredményeit
az Appendixben talalhato 32. tablazat tartalmazza.

A 32. tablazat szerkezete a 31. tablazat strukturdjat koveti; az oszlopok
elnevezései és jelentése a modellek opcidszdmai szerint valtoznak. Itt,
hasonléan az el6z6 esethez, a varhato értékek becslésének pontossaga jobb az
egyszeriibb (3-opcios) modell esetén, ha az dsszehasonlitédsok szama kicsi, mig
nagyobb Gsszehasonlitas szam esetén a bonyolultabb (5-opciés) modell teljesit
jobban. Ahogy egyre tobb 6sszehasonlitast hajtanak végre az objektumok
kozott véletlenszertien, a hibak egyre kisebbek lesznek.

Nagyszamu szimulacié alapjan megallapithaté, hogy 8 objektum
kiértékelése esetén legalabb 20 6sszehasonlitas kell ahhoz, hogy az 5-opcids
modell atlagosan pontosabban becsiilje a varhatd értékeket. Az 5-opcios
modell hasznélata ajanlott a 3-opciés modellel szemben 19 6sszehasonlitas
felett.

Természetesen az 6sszehasonlitasok minimélis szama, amelytsl érdemesebb
a nagyobb opcidészami modellt alkalmazni, fiigg az Osszehasonlitdsban
résztvevd objektumok szamatol. Kiilonb6z6 objektumszamok esetén végzett
nagyszamu szimulacié alapjan arra a kovetkeztetésre jutottam, hogy az
5-opcioés modell jobb teljesitményt nytjt, mint a 3-opcidés modell, ha az
osszehasonlitasok szama legalabb 2n + 4. Ez a hatar nagyon hasonlé az s = 2
esetén tapasztalt hatarhoz.

Annak érdekében, hogy altalanosan ki tudjuk vélasztani, melyik modellel
érdemes kiértékelni az adatokat, opcidészam-valasztd algoritmust terveztem.
Az opcioszam-valaszté algoritmus folyamatabraja az Appendixben talalhato
a 20. abran.

Kovetkeztetésként elmondhatjuk, hogy ha nagyobb opcidészamti modellel
végezziik el a kiértékelést, akkor pontosabban kaphatjuk meg az objektumok
erGsségét. Ez egybevag azzal a heurisztikus gondolattal, hogy tobb opcio
megengedése esetén tobb informéacié all rendelkezésiinkre, igy a latens
valoszintiségi valtozok varhato értékeit a tobbi informacié alapjan pontosabban
becsiilhetjiik. Ez azonban kevés Osszehasonlitas esetén nem all fenn.
Amennyiben azonban elegendd adat all rendelkezésiinkre, akkor érdemesebb
a nagyobb opcidszami modellt alkalmazni kiértékelésre. Maga ez az érték
megkozelitéleg az objektumszam kétszerese plusz egy kis konstans az s+2 = 4-
és s + 2 = H-opcids modellek esetében.
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5. Az adatok konzisztencidja és inkonzisztenciaja
a modellekben

A paros 6sszehasonlitasi matrixok esetén a PC matrix konzisztencidjanak

vizsgalata kozponti kérdés.  Cikkek garmadaja foglalkozik a matrix
(in)konzisztencia ~ mérdszamanak  definiciojaval, a  mérdszamok

Osszehasonlitasaval, az inkonzisztencia csokkentésének modszereivel
[53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60]. A Thurstone-motivalt modszerek esetén az
adatok konzisztencidjaval nem foglalkoznak. A konzisztencidt a 2-opcios
Bradley-Terry modellben vizsgaltam, itt tudtam elméleti kapcsolatot
teremteni a PCM-en alapulé modszerek konzisztencia fogalma és a
sztochasztikus hatterd modszerek esetén az adatok konzisztenciajanak
fogalma kozott.

A konzisztencia azt mutatja meg szamunkra, hogy az 6sszehasonlitasok
eredményei mennyire kovetkezetesek, van-e benniik egymasnak ellentmondo
informécié. Relaciok esetén vegyiink egy nagyon egyszert példat, ha egy
értékeld véleménye szerint az a objektum "jobb" mint b, és b objektum "jobb"
mint ¢, és a "jobb" mint ¢ akkor a véleménye konzisztens, amennyiben a-nal
"jobb" ¢, abban az esetben ellentmondasba litkéziink ennél a véleménynél.

Azonban sok véleményezs lehet. Lehet, hogy az egyik véleményezs
konzisztensen az egyik iranyu, a masik véleményez6 konzisztensen a masik
iranyd véleményen van? Mit jelent vajon az A adathalmaz konzisztenciaja?
Idealis esetben konzisztens az adathalmaz, ha nincsenek benne inkonzisztens
osszehasonlitasok a véleményez6k altal adott Gsszehasonlitasi eredményekben.

Az inkonzisztens Osszehasonlitasok kisztirése igen fontos feladat, ugyanis
konzisztens adatokbdl jobb informacié visszanyerést lehet végrehajtani, azok
segitségével pedig jobban lehet dontéseket tamogatni. Tehat a konzisztencia
vizsgalata nem csak egy lehetfség a modell kiértékelésénél, hanem kiemelt
fontossagu feladat, hogy megtudjuk, hogy az altalunk kiértékelni kivant
adathalmaz alkalmas-e erdsségek meghatarozisara vagy sem, a jelentds
inkonzisztencia kdvetkeztében.

Az altalam vizsgalt modellek esetén, ha az adathalmaz konzisztens, akkor
ha elhagyok 6sszehasonlitasokat az adathalmazbol tgy, hogy kiértékelhets
maradjon az adathalmaz, akkor ugyanazon erésségeket fogom kapni, mintha
nem hagytam volna el Osszehasonlitdsokat. Az esetek nagy részében
az adathalmazok nem konzisztensek és a teljes Osszehasonlitas nem all
rendelkezésre. Hogy érdemes ilyen esetben megtervezni az 0sszehasonlitésokat,
melyeket érdemes elvégezni, hogy a lehets legtobb informéciot nyerjiik vissza?
Lehet-e definialni altalanosan a legjobb Osszehasonlitasi struktarakat?

Ezekre és hasonld kérdésekre keresem a valaszt ebben a fejezetben.
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5.1. Konzisztencia a 2-opciés Bradley-Terry modellben

A 2-opcids Bradley-Terry modellben az adatok konzisztenciajaval kapcsolatos
eredményeinket a [61] cikkben mutattuk be.

A PCM-en alapul6 modszerekhez hasonléan akartuk definialni a konzisztencia
fogalmat. A Thurstone-motivalt modellek adataibol kiindulva bizonyos
PCM-ek esetén a matrix egyes elemeit a; ; = f;jj modon definidljuk. Ebben
az esetben a konzisztencia definicidja []a; = 1, ahogy korabban a 2.4
fejezetben részletesen ismertettem. Ennek analogjara definialjuk az adatok

i,5,2

konzisztencidjat a 2-opcidés Bradley-Terry modellben h; ; = iv"’l mennyiségek
2,7,

segitségével a [[ h;; = 1 tulajdonsdg megkovetelésével.

A 2-opciés Bradley-Terry modell esetén a konzisztencia definicidja a
kovetkezd: Legyen K = {(i,j) : 1 <i,j < mn,i# j} az Osszes Osszehasonlitési
par, és legyen [ olyan részhalmaza K-nak, ahol az I-ben 16v6 (i, j) par esetén

teljesiil, hogy 0 < Aiﬂ és 0 < Azz,j,Q‘

5. Definicié. Tegyiik fel, hogy a G (I), az I dltal generdlt irdnyitatlan grdf
osszefliggd. Vezessiik be a

A(Q)
i,j,2 y >
hij = 1 ,(i,7) €1 (45)

(2)

i1
jelolést. Az A®) adatmdtriz konzisztens I-ben, ha bdrmely (i1, iy, ..., ik, 1)
G (I)-beli kérben, azaz (iy,i141) € I és (ig,i1) € I esetén fenndll, hogy

hiviy  Pigia o B iy = 1. (46)

(N5
Az A? adatmdtriz inkonzisztens I-ben, ha a nem konzisztens I-ben.

Az adathalmaz konzisztenciajat tgy definidljuk, mint nemteljes PCM
esetén a konzisztenciat [3]. Konzisztens PCM-ek esetén igaz az is, hogy a
kiértékelések eredményeként kapott stlyvektor koordinatainak hényadosa
megegyezik a matrix megfelel§ elemeivel. Ezzel analog a kdvetkezs allitas
Thurstone-motivalt modellek esetén.

6. Tétel ([01]). Legyen F logisztikus eloszldsfiggvény. Legyen a
kiindulé vektorunk m© = (0,m§°>,...,m£°’), tetszdleges rogzitett vdrhato
értékekkel, ahol az elsé koordindta mnulldinak rogzitett.  Definidljuk a
teljes dsszehasonlitdshoz tartozo adathalmazt a kezddvektor segitségével a
kovetkezdképpen:

AR = P(m\? —m), (47)

7
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és

m©) (2 0 0

AT, = Fm® —m?). (48)
Hagyjuk el az adatok eqy részét. Legyen a nemteljes adatmdtrizc (DA® q
kivetkezs: DAZ) =mD) AR gs DA =) AP ha (i,5) € T ),
Eiilénben 0. Ha az dsszehasonlitdsokhoz tartozd irdnyitatlan G (I) grdf
osszefiiggd, akkor az

L(OAm) = 3 (DA% wmp®) +0 45,0 np?,)  (49)

i<j,(i,4)€l

likelihood fligguény mazimumhelye létezik és eqyértelmd az my = 0 feltétel
mellett, valamint a becsléssel kapott paramétervektor megegyezik a kiinduldsi
vektorral, azaz m=m".

A 6. Tétel kimondja, hogy ha az Ag?’k-k egy varhato érték vektorhoz
tartoz6 pontos valoszintségek, akkor a maximum likelihood becslés az
eredeti varhato érték vektort adja vissza eredményiil. Ha A® konzisztens
I-ben és G (I) bsszefiiggs graf, akkor m® = (O,mg)), s m%o)) egyértelmu
maximumhelye (49)-nek.

A varhato érték vektorbol kiindulva a pontos valoszintiségek kiszamitasa
a (47) és (48) képlet segitségével a Bradley-Terry modell és a; ; = p;j2/pija
aranyok segitségével felépitett konzisztens, nemteljes PCM métrix akar az
LLSM-mel, akir a sajatvektor modszerrel kiértékelve azonos silyvektort
adnak. Ezekben az esetekben a harom modszer eredményei még nemteljes
Osszehasonlitdsok esetén is megegyeznek.

A 6. tétel alapjan bizonyithat6 az alabbi allitas:

7. Tétel ([61]). Legyen GP(I) dsszefiiggs grdaf. Az A®  adathalmaz

akkor és csak akkor konzisztens I-n, ha létezik olyan m® € R*, m =

(0, mgo), o mﬁf)) amelyre

2 0 0
Al _ Flm” —m,) (i,j) € T (50)
Ay Fm —m®)

ahol F' a logisztikus eloszldsfligguény.

Megjegyezziik, hogy konzisztens adathalmazoknal 2-opcios Bradley-Terry
modell esetén

A%, m PP, P(i "jobb" mint j)

Y L = . (51)
AZ@],)l M, pz(?j)l P(j "jobb" mint 1)
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5.2. Optimalis 0Osszehasonlitasi struktardk 2-opcios
Bradley-Terry modellek esetén inkonzisztens esetben

A konzisztencian keresztiil mar lattuk, hogy kapcsolat van az egyes paros
Osszehasonlitasi modellek kozott. A PCM alapu és 2-opcids Bradley-Terry
modellek konzisztenciajanak definicidja egyméssal analog modon értelmezhetd.
Az 5.1 fejezet 6. Tételének értelmében konzisztens esetben a teljes és
a nemteljes Osszehasonlitaskor kapott prioritasi vektorok (sulyvektorok)
megegyeznek.

Inkonzisztens esetben van-e kapcsolat a két modell kozott? Inkonzisztens
esetben a 2-opcids Bradley-Terry modell és a PCM alapu kiértékelések més-
mas eredményt adnak. Szadoczki és Bozoki [62] cikkiikben elemezték az
optimalis Osszehasonlitasi struktirakat inkonzisztens PC matrixok esetén
és meghataroztak, milyen struktiraji nemteljes Gsszehasonlitasok esetén
lehet a legkozelebb keriilni a teljes Osszehasonlitasokbol kapott becslések
eredményeihez, azaz mely Osszehasonlitasi struktirdk biztositottak a legtobb
informéci6 kinyerését. Mi is elvégeztiik ezt az elemzést inkonzisztens adatok
esetén 2-opciés Bradley-Terry modell esetén.

A [61] cikkben, 2-opcios Bradley-Terry modell esetén vizsgaltuk informacio
visszanyerés szempontjabol az optimélis struktirakat inkonzisztens esetben.

Monte-Carlo szimulaciot alkalmazunk a modellek esetében a hidnyos
osszehasonlitdsokbol torténd informécié visszanyerés vizsgélatara.

A 2-opciés Bradley-Terry modell esetén a szimulécié 1épései a kovetkezsk
voltak:

1. n darab véletlen egész szamot generdltunk 1 és 9 kozott egyenletes
eloszlassal. Normaltuk ezeket, igy megkaptuk a kiindulési
sulyvektorunkat ().

2. Ezutdn kiszamitottuk a kezdeti erdsségvektort az alabbi modon
m; = In(m;) — >, In(m;) /n.

3. Kiszamitottuk az erGsségek alapjan az Osszes pg)k = Ag?k értéket.
Tudjuk, hogy ezen adathalmaz konzisztens.

4. Konzisztens esetben teljes és nemteljes Osszehasonlitasok esetére is
ugyanazt a prioritasi vektort kapnank a maximum likelihood becslés
o 1 @) .. . .
alapjan, igy perturbaljuk az A;7, értékeket, hogy inkonzisztens
adathalmazt kapjunk. A perturbacio mértéke egy (—[;1) kozotti érték,
ahol 0 < [ < 1. Egyenletes eloszlassal generalunk perturbacios értékeket
ezen (—I;1) intervallumon, ezzel noveljitk majd a kezdeti Af?Z értékét,
mig csokkentsiik a kezdeti Ag?jzl—t. Az igy kapott adathalmaz az Zlfj)k,
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amelyre igaz tovabbra is, }iogy Zizl El(zj)k =1és0< Zgj’k <1.,Vu,5k.
Ha nem teljesiilne a 0 < AEQJ)k <1,V 1,y k, akkor 14j értéket generalunk

(—I;1) intervallumon, mindaddig, amig megfeleliink ennek a feltételnek.

5. Az tjonnan kapott inkonzisztens adathalmazt kiértékeljiik, elvégezziik
az optimalizalast, s igy megkapjuk a becsiilt w stulyokat és az m becstilt
erGsségeket.

6. A kiilonféle mérgszamokkal 0sszehasonlitjuk az egyes grafstruktirakat.

Teljes Gsszehasonlitas esetén jeldljiikk az eredményeket, m’-vel és @ -vel,
nemteljes 6sszehasonlitas esetén az egyes esetekben pedig m'-rel és @-rel.
Munkankban kiilonféle mérészamokat alkalmaztunk, amelyek a kovetkezdk:

1. Varhato értékek euklideszi tavolsadga:

EU_M =EU@", ") = | (@I —ml?, (52)

i=1

2. Sulyok, prioritasi vektor euklideszi tavolsaga:

EU W =EU@",a% = | (@ - af)?, (53)

=1

3. Pearson rangkorrelacio, varhato erdsségekre [63]:

Y mimi =T =R
PE M = PE@",m") = n — , (54)
\/ (77"’ \/ v (")’
ahol ET a teljes Osszehasonlitas esetén az erdsségek atlagos értéke.
4. Pearson rangkorrelacio, prioritéasi vektorra:
7.’71 ol . oR —T —R
1= 3 i -w
PE W = PE(@",a") = n — . (59)
\/ e (72"’ \/ s (ar-g")°
5. Spearman rangkorrelacio [18]:
no_2
~T ~R D i1 A
= =1-=""—— 26

ahol z; a rangsorban mért kiilénbség az i-edik objektum esetén.
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6. Kendall 7 rangkorrelacio [6]:

T~ 2 PR N PR N
T = T(mT,mR) = —< _1) E &gn(m? - m?) ) Slgn(mf - mf). (57)
n(n —
i<j

Az egyes esetekben 10° darab szimulaciot futtattunk, hogy megtudjuk
melyek az optimalis Osszehasonlitasi strukturdk az egyes esetekben. A
mérdszamok atlagait szamoltuk ki az egyes esetekben, és azt vizsgaltuk, mely
paros Osszehasonlitasok soran a legkisebbek /legnagyobbak ezen mérgszamok.
Euklideszi tavolsag esetén a kisebb eltérés a jobb, korrelaciok esetén a nagyobb
érték szamit jobbnak informécié kinyerésnél.

Kiilonféle 4, 5 és 6 objektumbol allo struktirdk segitségével vizsgaltuk
teljes és nemteljes esetekben inkonzisztens adathalmazokra melyek
az optimélis Osszehasonlitasi strukturéak. Feltételezziik, hogy azon
Osszehasonlitasi struktirakat tekinthetjiik jobbnak adott objektumszam és
élszam esetén, amelyeknek mérdszamai a lehets legjobbak, tehat az erésségek
és prioritési vektor a lehets legkozelebb van a teljes 6sszehasonlitashoz tartozo
erGsségekhez és prioritasi vektorhoz.

n = 4 esetén 6 egyméastol kiilonbozs struktura van, n = 5 esetén 21,
mig n = 6 esetén 112. Kiilonféle perturbacios I-ekre elvégeztiik a méréseket
kiértékelésekkel.

A futtatédsok szamitasi eredményei, a grafok leirasai és hozza tartozo
vizuélis megjelenités az alabbi helyrdl tolthetSek le [65].

n = 5 esetén az egyes strukturak és azok mérdszamai az Appendixben
talalhato 33. tablazatban lathatoak. Azon struktirak sorait, melyek adott
élszam esetén optimalisak, kivastagitva lathatjuk. Ezek teljesitenek legjobban
adott élszam esetén.

4 objektum esetén az egyes grafokhoz tartozdé eredményeket az
Appendixben a 21. dbran lathatjuk. A grafok sorra gl-gh-tel vannak jelolve.
Leolvashato, hogy ahogy a grafok élszidma ng, ugy egyre jobb eredményeket
kapunk. Az EU M és EU W esetén a kisebb értékek, mig a tobbi 4 mérdszam
esetén a nagyobb értékek a jobbak. Ugyanezen esetben a szoérasok pedig az
Appendixben a 22. dbran lathatoak.

6 objektum esetén az egyes élszamok esetén az atlagos tavolsagokat lasd az
Appendixben 1év§ 23. abran, az atlagos korrelaciokat pedig Appendixben 1évé
24. abran. Ahogy egyre nagyobb lesz az élszam, tgy egyre jobban kozeliti a
nemteljes 6sszehasonlitas eredménye a teljes 6sszehasonlitas eredményét.

Az optimalis struktirak esetén megvizsgaltuk milyen kapcsolat van az
euklideszi tavolsag, a Pearson rangkorrelécié index és az élszam kozott, az
eredményeket sorban lasd az Appendixben 1évs 25. és 26. abran. Itt is a
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korabbiakhoz hasonld eredményeket lathatunk, vagyis ahogy az élszam ng,
gy egyre jobb értékeket kapunk.

Egy példat is bemutatok az Appendix 27. abréjan, amikor 6 objektum
esetén a 7 élszamu optimalis struktira (g30) és a 8 élszamu nem optimalis
osszehasonlitasi struktira (g49) értékeit hasonlitom Ossze. Ezen példa is
szemléletesen mutatja be, hogy igenis fontos a minél jobb Gsszehasonlitasi
struktira alkalmazasa informéci6 visszakeresés esetén.

A perturbacié mértékétsl jelentGsen fiiggnek az egyes mérdszamok értékei,
de az optimalis struktirédk nem. 4 objektum esetén az Appendix 28. abrajan
lathatoak az EU M és EU_ W téavolsagok az egyes perturbacios mértékek
tekintetében a gl-es graf (csillaggraf) esetében. Az Appendix 29. &bréajan
lathatoak a korrelacios mérdszamok eredményei. Az Appendix 30. abrajan
pedig a szorasok alakulasa lathato. Konnyedén leolvashatd, hogy egyre
nagyobb perturbacios értéket valasztva egyre rosszabbak lesznek az értékek
adott azonos struktirak esetén és lineéris kapcsolat van a mérGszamok értéke
és a perturbacié mértéke kozott.

A kiértékeléseket nem csak a 2-opciés Bradley-Terry modellel, hanem
a 2-opci6s Thurstone modellel is elvégeztiik, azt kaptuk, hogy mindegyik
esetben megegyeztek az optimalis struktirak. Az optimaélis strukturak pedig
mind a PCM [62], mind a 2-opci6s Bradley-Terry modellben azonosak voltak.

Altalanosan azt kaptuk, hogy azon Osszehasonlitasi grafok, strukturak
a legjobbak, melyek esetén az egyes csticsokban vett élek szdma a
legkiegyenlitettebb. Tehat ha az élszam megegyezik az objektumszammal
akkor ez pont a korgraf, mig késébb a minél egyenletesebb grafok ezek. Ezen
struktirak alol egy kivétel van, amikor a lehetd legkisebb az élszam, vagyis
n — 1, akkor a csillaggraf teljesit a legjobban, vagyis ha egy objektumhoz van
hasonlitva az Gsszes tobbi.

Minden mérészam esetén ugyanazon strukturak voltak a legjobban
teljesit6k. A Thurstone-motivalt modelleknél optimalis struktura optimaélis
a PCM-eknél is. Tovabba a struktura optimalitdsa nem fiigg a perturbacio
mértékétsl sem.

Osszefoglalasképpen elmondhaté, hogy igen hasznos megtervezni, hogy
mely Osszehasonlitasokat végezziik el, annak érdekében, hogy a lehetd legtobb
informaciot nyerhessiik ki az adatokbol.

Az adatok konzisztencia fogalmaval és az optimalis Osszehasonlitasi
strukturak vizsgalataval kapcsolatos kutatasok tobbopcidos modellek esetén
tovabb folytathatok, mint tették ezt a szerzék a Davidson modell esetén a
[66] publikacioban.
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6. A modellek alkalmazasa

A modellek hasznossaga az alkalmazéasok révén megerGsitést nyerhet. A
kiilonféle dontéstamogatasi helyzetekben elGszeretettel alkalmazott modellek
a paros Osszehasonlitasi modellek, legyen sz6 az élet kiilonboz6 teriileteirsl:
oktatas [07], pszichologia [68], biztonsag [09], technologia [70], fényforrasok
[71], biznisz [32]| és dontéstamogatas |72]. Kiilonféle sportagakban csapatok,
versenyzSk rangsorolasara is alkalmas, hasznaltdk autoversenyzésben [73],
kézilabdaban [11], teniszben [71], sakkban [75, 70|, e-sportban [77] és
labdaragasban [75].

A Thurstone-motivalt modellek tobb lehetséget kindlnak a PCM alapu
modellekkel szemben, mivel valoszintségi hattérrel rendelkeznek, igy tobbek
kozott jovobeli Osszehasonlitasok esetére valoszintiségeket képesek adni.
Emellett a modellek kevés adat esetén is kivaloan teljesitenek erdsségek,
rangsorok meghatarozasakor. Mivel egyre nagyobb igény van a kiilonféle
dontéstamogatasi modellekre és azok alkalmazasaira napjainkban, igy ebben
a fejezetben a Thurstone-motivalt modellek kiilénféle alkalmazasait mutatom
be, és a modellek altal szolgaltatott eredményeket hasonlitom Gssze mas
modellek eredményeivel.

A fejezet b alfejezetre oszlik, amelyek segitségével 5 cikk eredményeit
ismertetem. Az els6 alfejezetben a [79] cikk segitségével mutatom be, hogy
hogyan lehet nagyobb adathalmazokat kevés 0sszekdts informécio segitségével
Osszefilizve egyetlen nagy adathalmazként kiértékelni és az eredményekbdl
kovetkeztetéseket levonni. TH 3 N modell segitségével végzem el az
Osszeftizéseket. A masodik alfejezetben fényforrasok csoportositaséaval,
mérésével kapcsolatos kutatas eredményeit vazolom, melyet egy BT 7 N
modell segitségével értékelek ki. A harmadik alfejezetben egy tobbkritériumos
sajat dontéshozasi modellt mutatok be, melynek alapja szintén egy BT 7 N
modell. Ezen eredmények megjelentek a [30, 81]-ben. A negyedik alfejezetben
elérejelzésre alkalmazom a Thurstone-motivalt modelleket. Bemutatom a
[11]-es cikk eredményeit. A DELO EHF Né6i Bajnokok Ligéaja 2020/2021-es
szezonjanak eredményeit kdvetem végig és jelzem el6re egy TH 3 N modell
segitségével. Végiil az 6todik alfejezetben a [32] cikk eredményeit ismertetem.
A legjobb 5 eurdpai elsGosztalyu labdarigd bajnoksag eredményeit jelzem
elére és elemzem kiilonféle mutatok segitségével és vetem Ossze mas sikeres
modell eredményeivel. Az altalam alkalmazott modellek itt a BT 5 N,
BT 5 Kés BT 5 K V modellek.
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6.1. Csapatok rangsorolasa sportmérkézések eredményei
alapjan

Sportmérkézések eredményeit is tekinthetjiik péros 0Osszehasonlitasok
eredményeinek. 2 csapat vagy jatékos mérkézése alapjan kapunk egy
paros Osszehasonlitasi eredményt. A gy6ztest tekintjiik a jobbnak az
osszehasonlitasban. Igy a sportmérkézések eredményeit paros Gsszehasonlitasi

modszerekkel is kiértékelhetjik, mint tették ezt a |71, 75, 76, 78] PC méatrixok
esetén. Mi is elvégeztiink ilyen kiértékelést, s6t 0Ossze is hasonlitottuk
publikiciokban a kiilonféle modszerek eredményeit. Munkénkat a [79] cikkben
publikaltuk.

Az eurtopai labdariugas 5 legerGsebb elsGosztalya bajnoksaganak
eredményeit értékeltem ki az UEFA Bajnokok Ligaja és az UEFA Eurépa Liga
és az UEFA Szuperkupa eredményeit is figyelembe véve. Ezaltal egy olyan
Osszesitett rangsor jon létre az 5 orszag csapataibol, ahol minden egyes csapat
Osszehasonlithatd minden mas csapattal annak ellenére, hogy sosem jatszottak
egymassal. A Bajnokok Ligéjaban a csapatok nemzetiségi megoszlasa alapjan
lett kivalasztva a legjobb 5 nemzeti bajnoksag, mely az angol, a francia, a
német, az olasz és a spanyol. A 2020/21-es szezonban elért eredményeket
mutatom be harom modell segitségével, TH 3 N, AL (PCM modell LLSM
kiértékeléssel), RN (RankNet) elérecsatolt mély neuralis halozat (lasd [79]),
melyet rangsorolasra fejlesztettek ki [33]. Az eredményeket Osszevetem a
Transzfermarket (TM) értékeivel [31], mely a csapatok pénzbeli értékét fejezi
ki.

Az angol, francia, olasz, spanyol nemzeti bajnoksagban 20-20 csapat
van, mig a német bajnoksagban 18 csapat. Mivel az egyes bajnoksdgokban
mindegyik csapat jatszik mindegyik mésik csapattal kétszer, egyet odahaza,
egyet idegenben, igy rendre 380, illetve 306 mérkszést jatszanak le az egyes
bajnoksagokban. 1826 mérkdzést jatszott le a 98 csapat az 5 nemzeti
bajnoksagban Osszesen. A Covid jarvany ellenére mindegyik mérkdzést le
tudtak jatszani. A nemzetkozi szintéren talalkoztak egymaéssal a csapatok, ahol
az UEFA Bajnokok Ligajaban 53 mérkézés volt, 19 az UEFA Eurépa Ligaban
és 1 UEFA Szuperkupa mérkézés (csak azon mérkézéseket vettiik figyelembe,
ahol mindkét csapat a 98 csapat koziil keriilt ki), tehat nemzetkozi mérkszésbol
osszesen 73 allt rendelkezésre. Az Osszes mérkdzésnek ez mindossze 3,84%-
a, ami elég kevés adat. A modellek Osszefésiilésre, Gsszeftizésre vonatkozo
teljesitménye kritikus lesz ebben az alfejezetben az eredmények szempontjabol.

Bemutatom az 0sszeftizott rangsort ebben az alfejezetben, részletezem,
hogy melyek a legjobb csapatok a 2020/21-es szezonban az eredmények alapjan,
tovabba meghatérozom a legerésebb nemzeti bajnoksagot és kovetkeztetéseket
vonok le a TM (csapatok pénzbeli) értékeit és a csapatok &ltal elért
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eredményeket 6sszehasonlitva.

Mivel tobb kiilonéallé adathalmaz van kevés 6sszekotd informacioval, igy
egy sajat Osszeftiizési feltételt dolgoztam ki és alkalmaztam ezen esetekben. A
rangsorok Osszeflizését a 2024-ben megjelent [13] cikkben mutattam be.

Legyen két kiértékelhet6 adathalmazom. Az objektumok halmazai legyen
S és S, S legyen az egyik kiértékelhets adathalmaz cstcsainak halmaza, mig
S a masiké. Legyenek i1,is,i5 € S nem feltétleniil kiilonbézé objektumok
s j1,72, 73 € S szintén nem feltétleniil kiilonbozé objektumok. Ekkor ha
Aiji2 > 0 teljesiil vagy ha teljesill A;, ;,1 > 0 és A, j,3 > 0, akkor
a két kiértékelhets adathalmaz az Osszekots informacio (két adathalmaz
objektumai k6zotti 6sszehasonlitasok) segitségével egybefiiggs adathalmazként
is kiértékelhets, azaz a likelihood becslésnek lesz egyértelmii maximumbhelye.

A feltételrendszer segitségével sokszor sokkal gyorsabban eldonthetd, hogy
ki tudjuk-e értékelni az adatokat, mint az Osszesitett eredmény alapjan.
Vannak olyan esetek mikor SU S kiértékelhetdségét sokkal nehezebb eldénteni,
mint hogy S-16] és S-rél eldonteni, majd alkalmazni ezen feltételrendszert.
Ennek koévetkezményeképpen sokszor érdemes lehet a kiértékelhet&séget
lépésrdl, 1épésre ellendrizni, és igy meggy6zGdni arrdl, hogy kiértékelhets-e az
adathalmaz.

Most hely hidnyaban csak az angol bajnoksig eredményeit mutatom
be, amelyek a 7. tablazatban lathatoéak. A bajnoksigban a kiilonféle
modellek eredményei hasonlbak, a rangsorok csak kicsiben térnek el egymastol.
Mindossze harom helyen van helycsere: az 5., 6. helyen, a 12., 13. helyen
és a 14., 15. helyen. A Hamming-tavolsag barmely két modell altal adott
eredmény kozott négy. A TH 3 N és az AL az 5., 6., 12. és 13. pozicioban
térel. ATH 3 N ésaz RN az 5., 6., 14. és 15. pozicidban tér el. Mig az
AL és az RN a 12., 13., 14., 15. helyen tér el egymastol. Megjegyzendd, hogy
aTH 3 N ésaz AL esetén, amikor ezek a kiilonbségek vannak, akkor ott a
csapatok kozti sulykiilonbség az adott rangsorokon beliil koriilbeliil 0, 001.

Megéallapithato, hogy a vezeté Manchester City (Manch City) csapata
jelentGsen erésebb a tobbihez viszonyitva, hasonloan, a 2. helyezett csapat
is jelentGsen erGsebb az 6t kovets két csapatnél, mig a 3. és 4. helyen 1évs
csapatok hasonld erdsségtiek.

A csapatok altal a bajnoksagban elért pontokat és pénzbeli, TM értékeiket
a 8. tablazat tartalmazza. Itt méar nagyobbak az eltérések a két rangsor kozott.
Mindkét lista szerint elsé a Manchester City csapata, Az els6 négy csapatot
mindkét rangsorban azonos csapatok alkotjak. A csapatok pénzbeli értékei
nagyjabol meghatéarozzak a csapatok erdsségeit, nagy eltérések nincsenek. A
legnagyobb eltérés a Leeds esetén van, mely csapat 7 helyet javit a rangsorban
a bajnoksag szerint a pénzbeli értékéhez képest. Ami még igen szembetiing,
hogy a legdragabb és legolcsobb csapat kozott majdnem 8-szoros szorzd van
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7. tabldzat. A Premier League csapatainak rangsorai és erésségei kiilonb6zé

modszerekkel, a nemzeti bajnoksagban jatszott mérkézéseik alapjan

TH 3 N AL RN
helyezés név suly név suly név suly
1 Manch City 0,10637 Manch City 0,08523 Manch City 0,34021
2 Manch Utd 0,07886 Manch Utd 0,07228 Manch Utd 0,14567
3 Liverpool 0,06772 Liverpool 0,06476 Liverpool 0,08614
4 Chelsea 0,06558 Chelsea 0,06301 Chelsea 0,07099
) Leicester 0,06190 West Ham 0,05964 West Ham 0,06401
6 West Ham 0,06162 Leicester 0,05964 Leicester 0,05341
7 Tottenham 0,05732 Tottenham 0,05645 Tottenham 0,04191
8 Arsenal 0,05521 Arsenal 0,05492 Arsenal 0,03644
9 Everton 0,05320 Everton 0,05343 Everton 0,03279
10 Leeds 0,05314 Leeds 0,05199 Leeds 0,02987
11 Aston Villa 0,04717 Aston Villa 0,04921 Aston Villa 0,02275
12 Newcastle 0,03852 | Wolverhampton | 0,04173 Newcastle 0,01485
13 Wolverhampton | 0,03844 Newcastle 0,04173 | Wolverhampton | 0,01182
14 Crystal Palace | 0,03765 | Crystal Palace | 0,04060 Brighton 0,01073
15 Brighton 0,03707 Brighton 0,04060 | Crystal Palace | 0,01048
16 Southampton | 0,03607 | Southampton | 0,03950 | Southampton | 0,00945
17 Burnley 0,03290 Burnley 0,03739 Burnley 0,00781
18 Fulham 0,02721 Fulham 0,03171 Fulham 0,00467
19 West Brom 0,02541 West Brom 0,03001 West Brom 0,00362
20 Sheffield Utd | 0,01865 | Sheffield Utd | 0,02616 | Sheffield Utd | 0,00239
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8. tablazat. Az egyes csapatok Transzfermarket értékei és az altaluk elért
pontok a Premier League esetén

Transzfermarket Hivatalos rangsor
helyezés név érték név pontszam
1 Manch City € 1040m Manch City 86
2 Liverpool € 969,66m Manch Utd 74
3 Chelsea € 889,2m Liverpool 69
4 Manch Utd € 770,05m Chelsea 67
5 Tottenham € 703,5m Leicester 66
6 Arsenal € 619,25m West Ham 65
7 Everton € 511,2m Tottenham 62
8 Leicester € 510,7m Arsenal 61
9 Wolverhampton | € 450,3m Leeds 59
10 Aston Villa € 430,75m Everton 59
11 West Ham € 334,9m Aston Villa 55
12 Brighton € 290,4m Newecastle 45
13 Southampton € 282,8m | Wolverhampton 45
14 Newcastle € 255,35m | Crystal Palace 44
15 Fulham € 239,75m | Southampton 43
16 Leeds € 238,1m Brighton 41
17 Crystal Palace | € 193,85m Burnley 39
18 Sheffield Utd | € 149,85m Fulham 28
19 West Brom € 141,15m West Brom 26
20 Burnley € 132,3m | Sheffield Utd 23

pénzbeli értéket tekintve.

A nemzetkozi mérkézések eredményeit figyelembevéve a harom modell
szerint elkészitettem az Gsszesitett rangsorokat illetve a TM rangsort, amelyek
egy részlete a 9. tablazatban lathatd. Ebben az esetben 4-es stlyt alkalmaztam
a nemzetkozi mérkézések esetében. Ezen kiviil alkalmaztam 1-es silyozast is,
ahol nincs megndévelt stlya a nemzetkozi mérkszéseknek.

Mivel a nemzetkozi mérkézésekre a csapatok jobban felkésziilnek, jobban
teljesitenek, igy ezért is érdemes a nemzetkozi mérkézéseket nagyobb sillyal
figyelembe venni. Held és téarsai is sulyozast hasznaltak a nemzetkozi
mérkozések esetén, hasonld megfontolasok mentén [33]. A Manchester City
csapata els6 minden rangsor szerint. Jol megfigyelheté a rangsorokban,
hogy a Chelsea csapata kivaloan teljesit, ami a nemzetkozi eredményeit
figyelembe véve nem meglepd, ugyanis mind az UEFA Eurépa Ligat, mind
az UEFA-szuperkupat megnyerte. A legjobb csapatok kozott van még a
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Bayern Miinchen, Real Madrid mindegyik rangsor szerint. Ezen rangsoroknél
a TH 3 N modell esetén az angol csapatok koziil 9, az AL szerint 11, mig
az RN szerint 9 csapat van a legjobb 20 kozott.
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10. tablazat.

modellekkel és sulyokkal

A rangsorok korrelaciéi a teljes rangsor esetén a kiilonféle

Nemzetkozi suly=1 Nemzetkozi suly=4

TH 3 N | AL RN |TH 3 N | AL RN | TM
TH 3 N 1 0,763 | 0,716 0,884 0,772 1 0,685 | 0,622
Nemzetkozi AL 0,763 1 0,638 0,805 0,987 | 0,64 | 0,631
stuly=1 RN 0,716 0,638 1 0,637 0,628 | 0,88 | 0,592
TH 3 N 0,884 0,805 | 0,637 1 0,814 | 0,641 | 0,621
Nemzetkozi AL 0,772 0,987 | 0,628 0,814 1 0,637 | 0,633
stuly=4 RN 0,685 0,64 | 0,88 0,641 0,637 1 0,552

™ 0,622 0,631 | 0,592 0,621 0,633 | 0,552

A teljes rangsorok és azok kozti rangkorrelaciok a 10. tablazatban
lathatoak. A kiilonféle modellek koziil azok allnak legkozelebb egyméshoz
amelyekben csak a nemzetkozi mérkédzések silya a kiilonbozg. TH 3 N és
az AL modellek rangsorai hasonlitanak ezutan legjobban egymasra, majd az
RN rangsor hasonlit az el6z8 kettére. A TM tér el a legjobban a t6bbitdl, de
ez nem meglepd, ugyanis egy csapat teljes értéke nem hatarozza meg teljesen
a csapat erdsségét, ugyanis a kispadon 1évé jatékosok is beleszamitanak a
csapat teljes értékébe, illetve a kiemelkedGbb jatékosok jelentGsen dragébbak,
mint amennyivel jobb teljesitményt nytjtanak.

A csapatok orszagonkénti atlagos silyai és helyezései sorra a 11. és
a 12. tablazatban lathatoak. Mindketts szerint az els6k az angolok a
kiilonféle nemzetkozi silyok figyelembevételével, Sket kovetik a németek,
majd a spanyolok, az olaszok és legvégiil a franciak zarjak a sort.

Pénzbeli atlagos értékeket tekintve a 13. tdblazat mutatja be a rangsort.
Az elsd és utols6 nemzeti bajnoksag esetén egyértelmi a helyzet, mig a német,
olasz és spanyol csapatok atlagos pénzbeli értéke nagyon hasonld. Tehat az
erGsségek és a pénzbeli érték kozott van Osszefiiggés, ha ez nem is olyan erds
az egyes bajnoksidgokra lebontva atlagosan.

Az angol csapatok esetén egy olyan elemzést is elvégeztem, melyben a
csapatok pénzbeli értékét osszehasonlitom a silyukbol szamitott pénzbeli
értékiikkel. Mivel a teljes bajnoksagban 1évS csapatok silya Osszegezve 1,
igy a teljes bajnoksig Transzfermarket értékét lebontom a sulyok alapjan
az egyes csapatok kozott, igy megkapom a szamitott pénzbeli értékiiket. Az
eredmények a 15. abran lathatéak. Az abran az egyes csapatok tényleges és
szamitott pénzbeli értékei lathatoak. A ténylegeset az x, a kalkulaltat az y
tengely jelenti. Jol megfigyelhets, hogy az egyes csapatok valds és szamitott
pénzbeli értékei egyes csapatok esetén hasonldak. Tendenciaként leolvashato,

39




11. tablazat. Az atlagos erGsségek orszagok szerint

név Nemzetkozi suly=1 Nemzetkozi suly=4
TH 3 N | AL RN | TH 3 N | AL RN
angol 0,012 0,015 | 0,013 0,014 0,015 | 0,018
francia 0,008 0,008 | 0,011 0,007 0,008 | 0,010
német 0,012 0,010 | 0,008 0,011 0,010 | 0,008
olasz 0,009 0,008 | 0,011 0,008 0,008 | 0,007
spanyol 0,010 0,010 | 0,009 0,010 0,010 | 0,007

12. tablazat. Atlagos helyezések orszagonként

név Nemzetkozi saly=1 Nemzetkozi suly=4

TH 3 N| AL | RN |TH 3 N| AL | RN

angol 39,000 | 20,800 | 43,700 | 31,600 | 20,850 | 38,400

francia 67,850 65,200 | 47,900 71,750 66,100 | 50,150

német 36,389 | 46,167 | 50,778 38,722 | 46,278 | 52,556

olasz 95,500 65,800 | 51,600 58,150 65,000 | 52,250

spanyol | 47,450 | 49,200 | 53,650 | 46,200 | 48,950 | 54,450

13. tablazat. Az atlagos pénzbeli értékek a Transzfermarket szerint

név Transzfermarket
angol €457,653m
francia €201,006m
német €266,406m
olasz €272,250m
spanyol €261,403m
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A kalkulalt és a valos Transzfermarket ertéekek a
TH_3 N erd&sségei alapjan.
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15. abra. Az angol csapatok becsiilt és valos Transzfermarket értékei

hogy mig a nagyobb csapatok szamitott értékei alul maradnak a tényleges
pénzbeli értékiiknek, addig a kisebb csapatoknal pont ellenkezd helyzet all
fent, mig a rangsor kozepén 1évé csapatoknal kiegyenlitett atlagosan a valos és
szamitott pénzbeli érték. Ez a jelenség konnyen magyardzhato, egy nagyobb
csapatnak nagyobb kerete van, amelybdl sok értékes jatékosa a kispadon van,
mig a kisebb csapatok nem engedhetik meg maguknak, hogy sok jo csere
alljon rendelkezésiikre. Ennek kovetkeztében az erGsebb csapatoknal tobb
pénz megy el erdsségbeli javulasra, mint a gyengébb csapatoknal. Tovabba,
ha valaki az els6, ha nem is nagy kiilonbséggel, a pénzbeli értéke jelent&sen
nagyobb lehet, mint a méasodik legjobb jatékosé, igy ez is megjelenhet ezen a
grafikonon.
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6.2. Fényforrasok csoportositasa ergsségiik alapjan

Ahogy korabban mar emlitettem, nem csak sportagak esetén lehet kivaloan
alkalmazni a Thurstone-motivalt modelleket, hanem az élet szinte barmilyen
teriiletén |68, 69]. Ebben a fejezetben fényforrasok elemzéséhez hasznalom a
Thurstone-motivalt modellt, ahogy tették mar el6ttem maéasok is [71].

Svajci kollégakkal (Jan Wienold, Chui Ling Yuen, Ecole Polytechnique
Fédérale de Lausanne, Laboratory of Integrated Performance in Design),
az 6 kérésiikre kooperacioban fényforrasokat elemeztiink. Az adatokat a
Lausanne-i Egyetem munkatarsai biztositottdk. A kiértékeléseket, pedig
7-opcios Bradley-Terry modellel tettiikk meg (BT 7 N).

A kutatasban résztvevéknek, meg kellett hatarozniuk, hogy két fényforras
koziil melyik kellemesebb szamukra és mennyivel: '"sokkal rosszabb",
"rosszabb", "kicsit rosszabb", "egyforma', "kicsit jobb", "jobb", "sokkal
jobb". A kellemetlenségét a vakito tulajdonsagon keresztiil mértéek. Osszesen
11 (I, 11, III, ..., XI) fényforrast hasonlitottak Gssze a kutatasban résztvevok.
34 résztvevdje volt a kutatdsnak. Minden egyes résztvevs 87 Osszehasonlitést
végzett el, melyben volt ismétlés a parok kozott és volt a fényforrasok
onmagukkal val6o 6sszehasonlitasa is.

Az igy kapott 2958 Osszehasonlitasbol értékeltiik ki az egyes fényforrasok
kellemességét /vakitosagat, melyiket talaljak a legjobbnak/legkevésbé jonak a
résztvevok.

Mivel fontos az értékelések megbizhatosaga, elvégeztiik ezeket a méréseket.
Ehhez kétfajta konzisztencia vizsgalatot végeztiink minden egyes résztvevs
esetében.

Az els6 esetben az olyan Osszehasonlitasokat vizsgéaltuk, ahol azonosakat
hasonlitottak Ossze a résztvevsk, pl. I-t I-vel. Ezekben az esetekben
azt vizsgaltuk, hogy az egyes személyek esetén mekkora volt az eltérés az
értékelésben az "egyforma"-t6l. Ezen osszesitett érték meghatérozza, milyen
meghizhatd az egyes résztvevd itélete.

A miésik médszer az volt, hogy vettiink minden 3 fényforrasbol &ll6 csoportot,
pl.  I-II-IIT és ezek kozott megvizsgaltuk, hogyha korben haladunk az
élek mentén, akkor ellentmondasmentesek-e a dontések. Legyen a "sokkal
rosszabb" -3, a "rosszabb" -2 és igy tovabb, a "sokkal jobb" 3. Példankban
(lasd 16. abra), I "jobb" mint II, II "egyforma" Ill-vel és III "jobb"
mint (ALILG = AILI[IA = A[[]7[76 = 1) A korben ViZSgéljuk meg,
hogy korbehaladva mennyit kapunk Osszegként az 0sszehasonlitasok mentén.
Ellentmondasmentesnek mondhatunk egy ilyen harmast, ha 0-at kapunk
eredményiil a 3 szam 6sszegeként. Amennyiben az Gsszeg eltér 0-t6l abban az
esetben van ellentmondas a véleményekben. Kisebb eltérések megengedettek,
mivel nagyon nehéz mindig jol megallapitani a fényforrasok josagat, de
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nagyobb eltérések mér arra utalnak, hogy nem megbizhatoak a véleményezs
altal adott adatok. Példank esetén jol lathato, hogy a korbe haladas mentén
az Osszeg 4, ami jelentGs inkonzisztenciara utal. Egyszerd intuicioval is
atlathatjuk, ha III "jobb" mint I és I "jobb" mint II, akkor vajon hogyan
lehet 1T és IIT "egyforma".

16. abra. Példa inkonzisztencidra 3 objektum esetén

A tesztek sikeresek voltak. Sikeriilt kisztirniink olyan felhasznalot, akinek
a dontései sok ellentmondast tartalmaztak, igy az ellentmondéasos véleményezs
adatait el tudtuk tavolitani az adathalmazbol.

Az igy megtisztitott adathalmazt kiértékeltiik és azt kaptuk, hogy alig
tér el az eredmény a nem megtisztitott adathalmazzal tortént kiértékelés
eredményeitsl. Ez arra mutat ra, hogy a modell robusztus, és kisebb hibak
nem befolyésoljak jelentGsen az eredményt, ami igenis fontos, féleg, ha hasonlo
teriileteken kell dontéseket hozni, ahol nehezen definialhato a kiilonféle opciok
példaul az "egyforma" vagy a "jobb" kozti kiilonbség. A kapott silyok
alapjan csoportositottuk a fényforrasokat és javaslatokat tudtunk adni arra,
mely fényforrdsokat célszert alkalmazni, ha el szeretnénk keriilni azt, hogy
vakitoként érzékeljék a felhasznalok.

A kutatéas eredményeibdl egy folyoirat publikacio késziil, melynek tervezett
cime "Absolute Category Rating versus Pairwise Comparison in Discomfort
Glare User Experiments".

Ennek az alkalmazésnak a segitségével valos életbsl vett példan
bemutattuk, hogy a modell kival6an alkalmas objektumok Osszehasonlitasara,
rangsorolasara, értékelésére, amikor nagyon nehéz az egyes objektumok josagét
egy skala értékeihez viszonyitani.
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6.3. Tobbkritériumos dontéshozatal: atlétak besorolasa
szakagakba

Vannak olyan szituaciok, amikor nem lehet egyetlen egy paraméterrel leirni egy
objektum erésségét. Példaul az, hogy egy telefon mennyire gyors, 6nmagaban
nem irja le mennyire j6 az a késziilék. Rengeteg tovabbi paraméter ismerete
sziikséges, hogy jonak nevezhessiik, példaul kamera, akkumulator, tarhely,
mindség, stb. Azt meg lehet mondani, hogy valamelyik tulajdonsag alapjan
melyik jo, melyik nem, de azt hogy Gsszesitve melyik a legjobb késziilék, nehéz
meghatarozni. Ezen problémakra elGszeretettel alkalmazzak a tobbkritériumos

dontéstamogatasi modelleket [385, 86, 87]. Az ilyen és hasonld esetekre
fejlesztettem ki a tobbkritériumos dontéstamogatasi modellt, melynek alapja
egy BT 7 N modell. Az eredmények a |30, 81] cikkekben jelentek meg.

Valos életbdl vett példan keresztiill mutatom be ezen tobbkritériumos
dontéstamogatasi modellt. Sportolok esetén dontést kell hoznunk, hogy
hérom szakag koziil melyiket érdemes valasztaniuk. Hol képesek a legjobban
teljesiteni? A héarom szakig: a dobas, a futas és a futds/ugras. A futéas
hosszutavfutéast, a futds/ugras esetén a futéas rovidtavfutast takar. Ezek a
szakagak kiilonboz6 tipusi képességeket igényelnek: A hosszitavfutas lassu
folyamatos terhelést, a dobas, az ugrés, és a rovidtavfutas pedig hirtelen
ergkifejtést igényel. Szeretnénk azt is tudni minddssze egyetlen szamba
(értékbe) stiritve, hogy mennyire j6 az egyes sportold az adott szakighoz
tartozo képesség teriileteken a korosztalydhoz, neméhez mérten. Ugyanis
kiilonféle korosztalyok, nemek kiilonféle teljesitményre képesek az egyes
atlétikai versenyeken. Hasznéljuk szamitasaink kiindulé pontjanak a NETFIT
felméréseit [33], melyek altalanosan alkalmazott felmérések az iskolakban
Magyarorszagon. A felmérések elnevezései a 18. abran lathatok. Jelen 6.3
fejezetben a sajat modelliink altal képzett rangsort és erdsségeket NETFIT
rangsornak és NETFIT er6sségeknek nevezziik a késébbiekben.

A modell két {6 részbdl all, elGszor is meg kell hataroznunk az egyes
részképességek fontossagat, majd ezutan meg kell hataroznunk azt, hogy az
egyes felmérésekben mennyire j6 a sportolonk. A szamitasi modszer a 17.
abran lathato. El6szor meghatarozzuk az egyes felmérések silyat, mennyire
is fontos szamunkra az, hogy abban a sportold jol teljesitsen. Példaul a futas
szakig esetén valoszintsithetd, hogy a futassal kapcsolatos felmérések lesznek
fajsilyosak, mig a dobés szakagnal a dobéassal kapcsolatosak. A felmérések
salyat igy hatarozzuk meg: elészor paronként 0sszehasonlitjuk szakaganként az
egyes felméréseket, vajon melyik fontosabb: a kislabdahajitas vagy a 60 méter
futas allorajttal? Ezen eredményeket Thurstone-motivalt modellel kiértékeltiik
és sulyokat képeztiink. A fontossag tekintetében a véleményezést atlétaedzck
végezték el 7-opcios modellben paronként Gsszehasonlitva a részképességeket.
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Tehat megkaptuk az egyes szakdgakban a felmérések sulyat, jelentéségét. Az
eredményeket lasd a 18. abréan.

Minden egyes korosztalyban van egy skalank, aminek min és max értékei
vannak az egyes felmérésekhez. Ezeket a min és max értékeket az edzsk
adjak meg a korosztalyra és nemre valo tekintettel. Példaul 60m futas esetén
7 masodperchez 1-es értéket rendeliink (ez a max) és 17 masodperchez 0-
as értéket rendeliink (ez a min). A sportold eredménye legyen value. Ha
min < value < mazx, akkor a pontérték= (value — min)/(max — min). Ha
value <= min akkor pontérték= 0 és ha maxr <= value akkor pedig 1. A
korabbi példara visszatérve a 12 méasodperces értékhez (12-17)/(7-17)=0,5-6s
értéket rendeliink. Igy megkapjuk az egyes pontértékeket az egyes felmérések
esetén. Ezt kovetSen vessziik a pontértékeknek a sulyozott atlagat. Az egyes
felmérések esetén a sulyok a korabban kiszamitott felmérések silya. Egy teljes
szamitasra példa a 19. abran lathato. A végss érték igy 0 és 1 kozotti lesz; ha
0, akkor mindenbdl minimélis a teljesitménye a sportoléonak, mig 1-es érték
esetén mindenbdl maximaélisan teljesit.

8

vy

17. abra. A modszer szamitési folyamata
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dobas futas futas/ugras

3% 1% 1%
0, (+]
3% 6% 6% o 7% 3% 2% 6 4% 1%
6% 5% 4% 4% 1%
2% ¢
5% ] 6%
5% & 5%
21% 6% ° °
i 58%
13%
5% 4%
M (itemezett hasizom teszt M térzsemelés teszt ltemezett fekvGtamasz teszt
M kézi szoritd er W helybél tavolugras teszt W hajlékonysag teszt
W 20 méteres alloképességi ingafutas teszt W 60 méter allérajttal kislabdahajitas
M testtbémeg Hmagassag
18. abra. A felmérések silyai a szakdgakban
1. szemely
teszt neve min| max | mér. | érték | pontszam
utemezett hasizom teszt 20 | 60 db 30 0.25
torzsemelés teszt 5 40 db 40 1
—»| Otemezett fekvitamasz teszt | 10 | 40 db 25 05
kézi szoritd erd 20 | 30 ka 15 0
helybdl tavolugras 120| 190 [ cm 210 |1 Teljes erisség
. - - - hailékonysaai teszt 20 [ 40 cm 20 0 »
Tuljadonsagok (futds szakag) 20m ingafutas teszt 3070 [db [35 [0.135 0,267
teszt neve Sl]ly 60m futds Alloraittal 12 | 8 s 9 075
kislabdahaiitas 20 140 |m 35 075
utemezett hasizom teszt | 0,028 testtomea 40 |75 |ka |50 | 0.286
magassag 150 180 | cm 165 | 0.5
torzsemelés teszt 0,027
Utemezett fekvotamasz teszt| 0,017
kezi szorito erd 0,045
helybél tavolugras 0,044 —
hajlekonysagi teszt 0,053
20m ingafutas teszt 0,578
e e - 2. szemely
60m futas allorajttal 0,051
teszt neve min | max | mér. | érték | pontszdm
kislabdahajitas 0,019 itemezett hasizomieszt |20 |60 |db |50 | 075
= torzsemelés teszt 5 40 db 45 1
testtomeg 0,064 ltemezett fekvtamasz teszt | 10 |40 [db |20 | 0333 _ .
— 0.074 kézi szorito er 20 [30 [k |10 |0 4| €S erosseg
gassag : = helvbd! tévoluaras 120] 190 |em [ 170 | 0714 0759
hailékonysaai teszt 20 | 40 cm 30 0.5 !
20m ingafutas teszt 30 [70 |db |65 |0875
60m futds dlléraittal 12 |8 s g 1
kislabdahaiitas 20 (40 |m 25 | 035
testtbmeg 40 |75 |ka |60 | 0571
magassag 150] 180 | cm 170 | 0,667

19. abra. Példa a teljes erdsség kiszamitasara
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A 18. abran kittinik az eredményekbdl, hogy az egyes szakidgaknal az a
fontos felmérés, ami a szakig jellemzGje: futdsnal a 20 méteres alloképességi
ingafutéas teszt, futds/ugrasnal a helybdl tavolugras teszt és a 60 méter
allorajttal, mig dobasnél a kislabdahajitas és a helybdl tavolugras teszt. Fz
utolso igen meglepd eredménynek tiinik elsére, de az edz6ket megkérdezve, akik
az Osszehasonlitasokat elkészitették, amelyekbdl a sulyok lettek kiszamolva,
ez nem meglepd. A dobas esetén nagyon fontos a hirtelen erdkifejtés, melyet
a helybdl tavolugras nagyon jol szemléltet, ugyanis sulylokésnél a sportold az
alsd végtagjait is hasznéalja jelentGsen a sily eldobasdhoz. A tobbi felmérés
kis sullyal szamit bele az Gsszegzésbe.

Kiilonféle alkalmazasok segitségével akartuk a modell hasznossagat
és hasznalhatosagat tesztelni. Els6 ilyen alkalmazas volt, hogy szakégi
besorolasra vard sportolok eredményeit kiértékeltiik és az edz6i véleményeket
is bekértiik. Ezek alapjan elkészitettiik az ajanlasokat, amelyek esetén azt
a szakagat javasoltuk, amiben a legjobb a sportolé. Az eredmények a 14.
tablazatban lathatoak. Azt tapasztaltuk, hogy az edz6i ajanlasok és a modell
altal ajanlott szakag 89%-ban megegyezett, 18 esetbdl 16-szor sikeriilt a
modelliink segitségével azonos besorolést adnunk, mint az edz6k adnénak a
fiatal sportoloknak.

Masik modon is mérni akartuk a modell helyességét. Szakégakba besorolt
sportolok eredményeit vettiik figyelembe és azokat értékeltiik ki, vizsgélva,
hogy a NETFIT értékek, a rangsor és a tényleges eredmények kozott van-e
Osszefiiggés. Fiaknal és lanyoknal is futas/ugras szakig esetén vizsgaltuk ezt.
Az eredmények a 15. tablazatban lathatoak. Azt kaptuk, hogy mindegyik
sportolo a sajat szakdgaban teljesitett a legjobban, és a pontszama segitségével
létrehozott NETFIT rangsor megegyezik 6-bol 4 esetben, a lanyoknal az utolso
kettd helyet cserélt a két rangsor szerint.

Tobb, szakdgakba mér besorolt sportold esetén is elvégeztiik a
kiértékeléseket, ajanlasokat, lasd 16. tablazat. 13-bol 11-szer helyesen adta
meg a modell a sportold szakagét, a maradék két esetbdl egyik esetén sériilés
allt fent (fia IV), mig a masik sportolo (fit III) t6bb szakagban is kimagaslik
a korcsoportjaban.

A tesztek segitségével nem csak szakigakba tudjuk sorolni az egyes
sportolokat, hanem azok el6remenetelét nyomon tudjuk kovetni szamszertsitve.
Lanyok és fitik esetén is 3-3 sportolonél elvégeztiik az elemzéseket, melyek a 17.
és 18. tablazatban lathatoak. A tablazatok esetén 14-15 éves sportolok adatait
hasznaltuk fel. Ebben a korban a ldnyok mar nem sokat fejlédnek fizikailag,
mig a fiik nagy fejlédésen, er6s6désen mennek at. Mindegyik sportol6 szakaga
a futds/ugrés szakag. Mindenkinek, fia I kivételével sajat szakagaban volt a
legmagasabb az értéke a szeptemberi felméréskor. Minden sportolonak sikertilt
javitania korabbi helybdl tavolugras teszt értékein, mely kulcsfontossagi ezen
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14. tablazat. Szakagakba besorolandok eredményei és ajanlasok a megfeleld

szakagakra
sziiletési év név dobas | futés | futds/ugras | edzdi ajanlas | modszer ajanlasa
2011 atleta 1| 0,506 | 0,483 0,637 futas/ugras futas /ugras
2012 atléta 2 | 0,280 | 0,321 | 0,427 futas futas /ugras
2012 atléta 3 0,409 | 0,632 0,508 futés futés
2012 atléta 4 | 0,447 | 0,529 0,605 futas/ugras futas/ugras
2012 atléta 5 0,116 | 0,610 0,047 futas futas
2013 atléta 6 | 0,423 | 0,592 0.576 futés futés
2014 atleta 7 | 0,558 | 0,825 0,612 futés futés
2014 atléta 8 0,515 | 0,794 0,568 futéas futas
2014 atléta 9 | 0,628 | 0,317 0,641 futas/ugras futas/ugras
2014 atléta 10 | 0,258 | 0,232 0,259 futas/ugras futas/ugras
2014 atléta 11 | 0,293 | 0,221 0,210 dobas dobas
2015 atléta 12 | 0,362 | 0,191 0,492 futas/ugras futés/ugras
2015 atléta 13 | 0,502 | 0,239 0,591 futas/ugras futés/ugras
2015 atléta 14 | 0,124 | 0,097 0,220 futas /ugras futas/ugras
2015 atléta 15 | 0,049 | 0,032 0,146 futas/ugras futas/ugras
2016 atléta 16 | 0,097 | 0,096 0,032 dobaés dobas
2017 atléta 17 | 0,068 | 0,058 0,054 futas dobas
2017 atléta 18 | 0,018 | 0,025 0,009 futéas futés

15. tablazat. A fit és lany versenyz6k eredményei a két rangsor szerint

név dobés | futés | futds/ugras | hivatalos rangsor | NETFIT rangsor
fial1 | 0,609 | 0,661 0,819 5,67m 1
fin2 | 0,671 | 0,570 0,683 5,05m 2

lany 1 | 0,634 | 0,495 0,754 13,57s 1

lany 2 | 0,562 | 0,624 0,666 13,68s 2

lany 3 | 0,452 | 0,536 0,572 14,33s 3

lany 4 | 0,439 | 0,432 0,550 13,90s 4

szakag esetén. Ami kimondottan érdekes, az az hogy a fitknél a hajlékonysag
teriiletén (hajlékonysag teszt) jelentss fejlédés tortént, ami a kivalo edzsi
munka eredménye, ugyanis ez konnyen csokken az idé el6rehaladtaval és minél
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16. tablazat. Szakagakban 1év6 atlétak eredményei

sziiletési év név dobas | futas | futds/ugras | edz6i ajanlas | modszer ajanlasa

2011 lany I | 0,806 | 0,899 0,943 futas/ugras futas/ugras
2011 lany IT | 0,917 | 0,921 0,936 futas/ugras futas/ugras
2010 lany IIT | 0,939 | 0,861 0,983 futas/ugras futés/ugras
2009 lany IV | 0,887 | 0,690 0,970 futas/ugras futés/ugras
2008 lany V- | 0,826 | 0,724 0,965 futas/ugras futas/ugras
2008 lany VI | 0,691 | 0,587 0,934 futas/ugras futas /ugras
2007 lany VII | 0,693 | 0,692 0,871 futas/ugras futas /ugras
2010 fia I 0,827 | 0,895 0,960 futés/ugras futés/ugras
2009 fia II 0,901 | 0,937 0,980 futés/ugras futas/ugras
2009 fia IIT | 0,876 | 0,956 0,899 futas/ugras futas

2008 fia IV | 0,753 | 0,885 0,874 futas/ugras futas

2008 fin V 0,583 | 0,627 0,710 futas /ugras futas/ugras
2008 fia VI | 0,932 | 0,963 0,966 futas/ugras futas/ugras

rugalmatlanabb a sportold, annal nagyobb a kockazata a sériilésnek.

17. tablazat. A régi és az 4j teszt eredményei a lanyoknal

név lany I | lany 1 | lany IT | lany IT | lany IIT | lany III

datum 01.25 | 09.26 | 01.25 | 09.26 01.25 09.26
iitemezett hasizom teszt 44 56 44 61 45 80
torzsemelés teszt 17 20 9 13 16 19
iitemezett fekvétamasz teszt 18 12 21 16 16 11
kézi szoritderd 25 31,6 24 33,5 22 33,5
helybél tavol ugras 200 210 200 206 210 220
hajlékonysagi teszt 28 25 25 25 33 30,5
20 méteres alloképességi inga futas 53 36 60 39 63 46
60 méter allorajttal 8,7 8,1 8,6 8,4 8,3 8,1
kislabdahajitas 25 20 28 26 30 27
testtomeg B} 53 02 o1 o7 55
magassag 164 170 171 173 165 172

dobas 0,717 | 0,691 | 0,774 | 0,826 0,819 0,881

futas 0,860 | 0,587 | 0,893 | 0,724 0,851 0,942

futas/ugras 0,810 | 0,934 | 0,881 | 0,965 0,924 0,976
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18. tablazat. A régi és 1j teszt eredményei a fitknal

név fian I | fial | fia II | fia IT | fia 11T | fia 111

datum 01.25 [ 09.26 | 01.25 | 09.26 | 01.25 | 09.26
iitemezett hasizom teszt 70 80 80 80 80 80
torzsemelés teszt 35 25 17 16 19 16
iitemezett fekvtamasz teszt 29 35 16 26 16 30
kézi szoritders teszt 30 42 32 38,8 30 49
helybdl tavolugras teszt 230 250 200 220 230 270
hajlékonysag teszt 30 37 31 39 30 34,5
20 méteres alloképességi ingafutas teszt | 90 80 60 52 80 90
60 méter allorajttal 8 8,1 8,5 8,1 7,1 7,1
kislabdahajitas 35 43 39 40 40 48
testtomeg 61 63 52 58 75 75
magassag 175 176 165 166 173 180

dobas 0,634 | 0,876 | 0,373 | 0,583 | 0,606 | 0,901

futas 0,873 | 0,956 | 0,771 | 0,627 | 0,816 | 0,937

futas/ugras 0,797 | 0,899 | 0,367 | 0,710 | 0,790 | 0,980

A modellrdl kiilonféle alkalmazasok soran bemutattam, hogy alkalmas
tobbkritériumos dontéstamogatasra nagyon kevés informacié segitségével is.
Ezen dontéstamogatasi modell az élet mas teriiletein is konnyen alkalmazhato,
ahol tobb kritérium egyiittesen adja meg az objektumnak a teljes erdsségét.

Altalanosan alkalmazva a modellt, a kovetkezéképpen érdemes eljarnunk.
Meg kell hataroznunk azon tulajdonsagokat, melyek fontosak szamunkra a
komplex dontéstamogatas folyamén. Ezutan ezen tulajdonsagokat kell parban
osszehasonlitanunk (jobb, rosszabb, ...), az igy kapott paros 6sszehasonlitasok
eredményeit pedig kiértékelniink. A Thurstone-motivalt modellek segitségével
megkapott eredményekbdl sulyt képziink. Ezen silyok hatarozzék meg, hogy
az egyes tulajdonsigok milyen mértékben szamitanak bele a dontésbe. Ezt
kovetGen meg kell hataroznunk, minden egyes tulajdonsaghoz egy minimum
és maximum értéket, vagyis skalat. A skala segitségével pedig 0-1 kozotti
értékre normalhaté az objektum minden egyes tulajdonsdgénak a pontértéke.
Legvégiil pedig vessziik a tulajdonsidgokhoz tartozo pontértékeknek a silyozott
szamtani atlagat. Megjegyezziik, hogy az egyes tulajdonsagok alapjan
meghatarozott pontértékeket akar péaros Osszehasonlitéas segitségével is
kiszdmolhatjuk.

Ezen modszerrel igy konnyen tudunk kevés informécio segitségével
Osszehasonlitani példéul telefonokat, tendereket.
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6.4. Sportesemények el6rejelzése

A kiilonb6z6 péaros sszehasonlitasi modellek kiilonbozé lehet&ségeket rejtenek
magukban. Mig a PC matrixon alapulé modellek nem, addig a sztochasztikus
modellek lehetdséget biztositanak arra, hogy jovébeli események kimenetelére
valoszintiségeket adjunk meg. Modellek segitségével el6re lehet jelezni
sportesemények kimeneteleit, becsiilni lehet a kimenetelek valoszintiségeit.

Ebben a fejezetben két cikk eredményeit részletezem |13, 11]. A DELO
EHF N&i Bajnokok Ligaja 2020/2021-es eredményeit elemzem és jelzem elére
és vetem Ossze a végleges eredményekkel.

A DELO EHF Néi Bajnokok Ligaja 2020/2021-es eredményeit elemzd
és elbrejelzs cikkeim a CJOR-ban és Knowledge-ben jelentek meg. Az
elemzésnél kiilonos jelentGséget adtak a COVID’2019 miatti lezérasok, a
tervezett mérkézések egy része nem lett lejatszva.

A Bajnokok Ligajaban a csoportkérben 2 csoport 8-8 tagja jatszott
egyméssal oda és vissza mérkézést. Ezutan a csoporton beliili rangsorok
alapjan egyenes agi kieséses szakasz kovetkezett. Végiil a versenyt a Finald
zarta, melyben eld6lt az elsé 4 csapat helyezése.

Ebben a szezonban jo néhany meccs el lett halasztva, vagy el is maradt
a Covid miatt. Sok mérkézés igy nem lett lejatszva, és a vétlen félnek
itélték meg a pontokat, ami torzitotta a csoportokban a rangsort. Az A
csoport eredményei a 19. tédblazatban lathatoak. Kétféle rangsort készitettem
el, egyik a TH 3 _N' alapjan, ezen esetben minden meccs eredményét
figyelembevettiik, az olyan eredményeket is, amikor a meccs elmaradt, de
valakinek odaitélték a meccsért jaré pontot. A TH 3 N? pedig csak a
ténylegesen lejatszott mérkdzések alapjan 1étrejott rangsort mutatja. Itt azért
vannak nem egész értéki pontszamok, mert a le nem jatszott mérkézések
esetén a pontszamot a két csapat kozott elosztottuk az alapjan, hogy milyen
valoszintiséggel szerzi meg a pontot a csapat.

Az A csoport esetén csak az FTC-Rail Cargo Hungaria csapata jatszott
le minden mérkézést, a tobbi csapatnak voltak le nem jatszott mérkézéseik,
melyek eredményét és az érte jaré pontokat az EHF hatarozta meg. Az
odaitélt pontok nem csak az erdsségeket, de a végleges rangsort is jelentGsen
befolyasoljak az A csoportban. Két csapat helyet cserélt az igy odaitélt
pontoknak koszonhetGen. A nagy gy6ztese az odaitélt pontoknak a CSM
Bucuresti, mely igy a 3. helyen végzett. Feltehet6leg, ha lejatszotta volna
a mérkézéseit akkor csak az 5. helyen végez a csoportban. A nagy vesztese
pedig a Vipers Kristiansand csapata volt, mely 5. helyen végzett az oda (nem)
itélt pontoknak koszonhetSen, bar ha lejatszotta volna a mérkézéseit, a 3.
helyen végezhetett volna a tobbi eredménye alapjan.

A B csoport eredményeit a 20. tabldzat mutatja be. Ebben a csoportban is
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19. tablazat. Az A csoport eredményei

Csapatok TH 3 N! TH 3 N?
hivatalos rangsora pont | helyezés m; helyezés m; varhato pont

1. Rostov-Don 21 1. 0,455 1. 0,535 21,750
2. Metz Handball 20 2. 0,447 2. 0,360 19,178
3. CSM Bucuresti 17 3. 0,101 5. -0,052 15,345
4. FTC-Rail Cargo Hungaria | 16 D. 0 4. 0 16

5. Vipers Kristiansand 16 4. 0,016 3. 0,132 17,355
6. Team Esbjerg 12 6. -0,335 6. -0,397 11,241
7. RK Krim Mercator 7 7. -0,788 7. -0,712 7,758
8. SG BBM Bietigheim 3 8. -1,389 8. -1,311 3,372

voltak elmaradt mérkézések, de ezen odaitélt pontok nem valtoztattak meg a
végleges helyezéseket a csoportban. Az odaitélt pontoknak a "nagy" gyGztese
az utols6 HC Podravka Vegeta csapata volt, de az igy kapott tobbletpontok
segitségével sem volt képes valtoztatni helyezésén. Mig a Brest Bretagne
Handball csapata kevesebb pontot szerzett az odaitéltekkel, mint szerezhetett

volna, ha minden mérkézését lejatssza.

20. tablazat. A B csoport eredményei

Csapatok TH 3 N*! TH 3 N?
hivatalos rangsora pont | helyezés | m; helyezés | m; varhato pont
1. Gyé6ri Audi ETO KC 24 1. 1,129 1. 1,210 24
2. CSKA 23 2. 1,112 2. 1,172 23
3. Brest Bretagne Handball | 17 3. 0,351 3. 0,536 18,629
4. Odense Handbold 13 4. 0 4. 0 13
5. Buducnost 12 5. -0,165 5. -0,179 12
6. SCM Ramnicu Valcea 10 6. -0,404 6. -0,400 10,286
7. BV Borussia Dortmund 9 7. -0,480 7. -0,525 8,811
8. HC Podravka Vegeta 4 8. -1,155 8. -1,546 2,273

A rajatszasban az A csoport legjobbja a B csoport legrosszabbjéval jatszott,
az A csoport masodikja a B csoport utolso elSttijével és igy tovabb, lasd
a 23. tablazatban. Mivel a két rangsor kiilonallo és nincs adat amivel
Osszeftizhetnénk, igy vettiik a két legjobb és két legrosszabb kozti mérkézéseket.
Nagy valoszintiséggel allithato, hogy a legjobbak legy&zik a legrosszabb
csapatokat. Vagyis a Gyéri Audi ETO KC megveri az SG BBM Bietigheim
csapatat, mig a Rostov-Don gy6z a HC Podravka Vegeta csapata ellen, ahogy
ez a valésagban meg is tortént. Ha ezen 0sszekots mérkézéseket behuzzuk,
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amelyek nem jelentenek jelent&s tobblettudast, mivel szinte boritékolhato
eredmények, akkor a két rangsorbol egy sszeftizott rangsor készithets, mert
kiértékelhet6 az adathalmaz egyesitett adathalmazként. Az igy elkésziilt
Osszeféstilt rangsort a 21. tablazat tartalmazza. Ezen rangsor alapjan mar el
tudtuk késziteni az elérejelzést a rajatszas meccseire.

21. tablazat. A legjobbak és a legrosszabbak egymas elleni mérkézéseinek vélt
(és valos) eredményeit felhasznéalo egységes rangsor

TH 3 N m;
1 Gyéri Audi ETO KC 2,689
2 CSKA 2,654
3 Rostov-Don 2,301
4 Metz Handball 2,108
5 | Brest Bretagne Handball | 2,032
6 Vipers Kristiansand 1,878
7 | FTC-Rail Cargo Hungaria | 1,743
8 CSM Bucuresti 1,688
9 Odense Handbold 1,521
10 Buducnost 1,343
11 Team Esbjerg 1,331
12 SCM Ramnicu Valcea 1,127
13 | BV Borussia 09 Dortmund | 1,011
14 RK Krim Mercator 1,010
15 SG BBM Bietigheim 0,390
16 HC Podravka Vegeta 0

A 22, tablazat tartalmazza a 8 el6rejelzett tovabbjuté csapatot, a
szakért6i el6rejelzéseket [39] és a Thurstone modell szerinti elérejelzéseket.
Azon csapatok neveit megvastagitottuk, melyek ténylegesen tovabbjutottak
a legjobb 8 csapat kozé. A legjobb 8 kozé jutd csapat koziil 6-ot sikeresen
elérejeleztek a szakértGk, mig a mi moédszeriink csak egy csapatot nem volt
képes elérejelezni, hetet igen. Az FTC-Rail Cargo Hungaria tovabbjutéasat
mindkét lista el6rejelezte, de végiil nem jutott tovabb. Az odaitélt pontok
jelentGs vesztesét, a Vipers Kristiansand csapatat mi tovabbjutonak jeleztiik,
mig a szakérték nem. Végiil azonban tovabbjutott ez a csapat.

A 23. tablazat tartalmazza az egyes mérkézéseket a réjatszasok,
negyeddontsk és donték esetében.

Mivel az erGsebb csapatok hajlamosak arra, hogy a gyengébb csapatok
ellen nem teljes erével jatszanak és az erésebb ellenfeleik ellen jatszanak teljes
erGvel, igy olyan rangsort is kialakitottunk, mely csak a legjobb 8 csapat

73



22. tablazat. A legjobb nyolc csapat esetén az elérejelzések (felkovér betiik:
helyes eldrejelzések)

Szakértéi el6rejelzés TH 3 N alapjan el6rejelzés
Gy6ri Audi ETO KC Gy6ri Audi ETO KC
CSKA CSKA
Rostov-Don Rostov-Don
Metz Handball Metz Handball

FTC-Rail Cargo Hungaria | Brest Bretagne Handball
Brest Bretagne Handball Vipers Kristiansand
CSM Bucuresti FTC-Rail Cargo Hungaria
Odense Handbold CSM Bucuresti

egymés elleni eredményeit tartalmazza és azon mérkézések eredményeibdl
szamoltuk ki az erGsségeket. Ezen rangsor és az erésségek a 24. tablazatban
lathatok. MeglepGek az eredmények: a korabbi rangsorokban a Gyori Audi
ETO KC csapata volt az els6, mig itt a Vipers Kristiansand csapata vezeti a
rangsort hatarozottan megelézve a tobbi csapatot!

Mivel ezen eredmények fajsilyosabb eredmények, mintha az 0sszes meccset
vennénk, igy méar ezen eredmények figyelembe vételével készitettiik el a
kovetkezG elGrejelzéseket. A legjobb 4 csapat eldrejelzett listaja a 25.
tablazatban lathat6. Mig a szakérték 2-t, addig a modelliinkkel mind a
4 tovabbjutot el tudtuk talalni.

Végiil a Finald eredményei és azok modell altali valoszintiségei a 26.
tablazatban lathatoak. A Vipers Kristiansand és CSKA csapatok el6dénté
mérkdzésének a kimenetele megegyezett az eldrejelzettel. A Gyéri Audi ETO
KC és a Brest Bretagne Handball mérkézésén bar egyértelmiien a gyéri csapat
gy6zelme volt varhato, a meccs végén dontetlen alakult ki, az utols6 percben
szerzett Brest Bretagne Handball gollal, és a hosszabbitas is dontetlennel
zarult. Végiil a biintetSk soran a gyéri csapat alulmaradt. A donté mérkszés
a vartak szerint alakult és a Vipers Kristiansand csapat gy6zelmét hozta el,
mig a Gydri Audi ETO KC csapata a 3. helyért vivott mérkézést megnyerte.
3 mérkézést sikeresen elérejeleztiink a modell segitségével, mig a 4. mérkézés
esetében csak egy hajszalon mulott az elérejelzett eredmény.
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23. tablazat. A mérkézések eredményei

Rajatszasok
SG BBM Bietigheim Gyéri Audi ETO KC 20-37 | 28-32
HC Podravka Vegeta Rostov-Don 20-29 | 24-42
RK Krim Mercator CSKA 25-20 | 21-27
BV Borussia Dortmund Metz Handball 0-10 | 0-10
Team Esbjerg Brest Bretagne Handball | 27-33 | 27-30
SCM Ramnicu Valcea CSM Bucuresti 24-33 | 27-21
Vipers Kristiansand Odense Handbold 35-36 | 30-26
Buducnost FTC-Rail Cargo Hungaria | 22-19 | 28-29
Negyeddonts
Buducnost Gyéri Audi ETO KC 19-30 | 21-24
Vipers Kristiansand Rostov-Don 34-27 | 23-23
CSM Bucuresti CSKA 32-27 | 19-24
Brest Bretagne Handball Metz Handball 34-24 | 26-26
Elsdonts
Gyéri Audi ETO KC Brest Bretagne Handball | 23(2)-23(4)
Vipers Kristiansand CSKA 33-30

24. tablazat. A legjobb 8 csapat és erdsségeik csak az egymas elleni mérkézéseik
alapjan

Csapat m;
Vipers Kristiansand 2,117
Rostov-Don 1,729
Gyéri Audi ETO KC 1,649
CSKA 1,462
Brest Bretagne Handball | 0,764
Metz Handball 0,740
CSM Bucuresti 0,720
Buducnost 0

25. tablazat. A Finald varhato résztvevdi (félkovér bettik: helyes el6rejelzések)

SzakértGi elGrejelzés TH 3 N alapjan el6rejelzés
Gy6ri Audi ETO KC Vipers Kristiansand
CSKA Gy6ri Audi ETO KC
Rostov-Don CSKA
Metz Handball Brest Bretagne Handball
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26. tablazat. Az elsé oszlopban szerepld csapatok gyGzelmének valoszintisége
(felkovér betiik: az eredmény megegyezik a valoszintséggel)

Csapat 1 Csapat 2 Valoszintiség
Vipers Kristiansand CSKA 0,744
Gy6ri Audi ETO KC Brest Bretagne Handball 0,812
Brest Bretagne Handball | Vipers Kristiansand 0,088
Gyéri Audi ETO KC CSKA 0,574

Amint lathato, sikeriilt az elmaradt mérkézések eredményeit is pétolnunk
a modell segitségével, olyan formaban, amely helytallobb az erdsségek
tekintetében, mint a pontok odaitélése. A modellel igen kevés informéaciot
felhasznalva képesek voltunk rangsorokat 0sszefésiilni megbizhatéan és azokbol
elérejelzéseket elkésziteni. Ezen elérejelzések nem csak megbizhatéaknak, de
kimondottan joknak mindsiiltek Gsszevetve a szakértsi elérejelzésekkel.
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6.5. Sportesemények elérejelzésének pontossaga

Az el6rejelzések pontossagat mas kiemelked modellekkel is Gssze akartuk
vetni, melyet a [32| cikkben tettiink meg. Haromféle modellt alkalmaztunk, az
5-opcios modellt (BT 5 N-t), az elényt is alkalmaz6 modellt (BT 5 K-t)
és az idébeli silyozést is alkalmazo modellt (BT 5 K V-t).

Lasek és Gagolewski a [90] cikkben alaposan elemeztek és Gsszehasonlitottak
tobb igéretes modellt és azok eldrejelzs képességét labdarigas eredményeire
vonatkozéan. A kordbban emlitett harom modelliinket (BT 5 N-t,
BT 5 K-t, BT 5 K V-t)fogjuk 6sszehasonlitani a cikkiikben legjobbnak
itélt modszerrel. Ez a modszer az egyparaméteres Poisson-modell iterativ
valtozata, amelyet a cikkben PRI-gyel jeloltek, itt pedig a P_ I 1 jeldlést
fogom hasznalni ra.

Az 5 legerésebb elsGosztalyi eurdopai bajnoksag meccseit jeleztiik el6re
modelljeinkkel. Ezek az angol, a francia, német, olasz és spanyol nemzeti
bajnoksagok, melyek csapatai a legjobban szerepelnek a Bajnokok Ligajaban
és az Eur6pa Ligaban.

Négy altalanosan elfogadott mérdszamot alkalmaztunk, hogy ezek altal
vessiik Ossze a modellek elérejelzSképességét masok eldrejelzéseivel. Ezek
megadasdhoz sziikséges az alabbi jelolés:

A helyes eredményt az y vektor tartalmazza, ahol két csapat mérk&zésekor,
osszehasonlitasakor az y; a hazai csapat gy6zelmét, a dontetlen kimenetelt
az Y2, a hazai csapat vereségét az ys reprezentalja. Amennyiben y; = 0,
nem az i-edik esemény kovetkezett be, mig y; = 1 esetén az i-edik esemény
kovetkezett be. Példaul ha a hazai csapat gy6zott akkor y; = 1,4y, = 0,y3 = 0.
Az egyes modellek esetén a p vektor tartalmazza a modell altal adott
valoszintségeket az egyes kimenetelekre.

Az irodalomban altaldnosan hasznalt négy mérdszamot alkalmaztunk

[ ? ’ ? ’ ]:

e A logaritmikus veszteségmutatd (LogLoss) szamszertsiti, hogy a modell
elérejelzései milyen mértékben térnek el a tényleges eredménytsl. A
mutatdszam minél kisebb, annal jobb, kisebb hiba esetén jobban teljesit
a modell. A LoglLoss pozitiv értékeket vehet csak fel.

LogLoss(y Z Ys - In(ps) (58)
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e A rangsorolt valoszintségi pontszam (RPS) egy olyan mutato, amelyet
a ketténél tobb kimeneteld elérejelzések pontossagénak értékelésére
hasznalnak. Kumulativ modon veszi figyelembe a modszer az eltéréseket.
Vagyis az elérejelzéstsl minél jobban eltér a bekovetkezett esemény, annal
nagyobb lesz a hiba. Példaul, ha a tényleges eredmény "rosszabb” volt,
de mi ”jobbat” josoltunk, az RPS magasabb lesz, mintha "egyforma’-t
josoltunk volna. Az RPS 0 és 1 kozotti értékeket vesz fel, a kisebb érték
a jobb.

RPS(1.5) = 5> (Z n-3 @) . (59)

s=1

e A Brier-pontszam (BS) az egyes elérejelzések pontossagat jelzi azéltal,
hogy méri, mennyire térnek el a becsiilt valoszintiségek a tényleges
eredményektsl. Csak nemnegativ értékeket vesz fel a BS, a legkisebb
értéke 0, a legnagyobb értéke pedig 2/3. Ebben a mutatoban is a kisebb
értékek jobb elérejelzési képességet jelentenek.

BS(y,p) = % > (v =)’ (60)

e A pontossag (ACC) mérdszammal azt mérhetjiik, hogy hanyszor sikeriilt
helyesen eltalalni a helyes kimenetelt. A legnagyobb valoszintségi
kimenetelt jelezziik el6re az egyes esetekben. Itt az argmax fliggvény
azzal a koordinataindexszel tér vissza, ahol a legnagyobb az érték. Ha
tobb maximum is van, akkor a legels6t valasztjuk ki koziiliik. Akkor
és csak akkor 1 a fiiggvény értéke, ha az el6rejelzés helyes, kiilonben
0. Az 0Osszes el6rejelzés atlagolasaval megkapjuk a helyes elérejelzések
aranyat. Ez az atlag 0 és 1 kozott mozog, a nagyobb értékek jobb
elérejelzési teljesitményt jelentenek. Az l-es érték azt jelenti, hogy
minden el6rejelzés helyes.

~ | 1, ha argmax (y) = arg max(p)
ACC(y p) _{ 0, kiilonben (61)

Donteniink kellett, hogy hany opciés modellben értékeljiik ki a mérkézések
eredményeit. Mivel dontetlen lehetséges eredmény a futballban, igy a 3- és
5-opcids modellek koziil valaszthattunk. Mivel a mérkézések szama elég
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magas, és az H-opcios modell tobb informaciot tartalmaz, ezért ezen modell
mellett dontottiink. Igy meg kellett hatarozni, mekkora golkiilonbségtsl
szamit a gy6zelem nagy gyézelemnek. 2 golnal huztam meg ezt a hatart,
mivel onnan mér nagyon nehéz valtoztatni az eredményen, azaz azon, hogy
gy6z vagy veszit a csapat; ugyanis ha egy golt szerez is a hatranyban 1évé
csapat, még akkor is vesztésre all.

Az 5 legjobb eurdpai elsGosztalyt labdarigd bajnoksag eredményeit
értékeltem ki és jeleztem el6re az egyes modellek esetén. Mig a 2021/22,
2022/23-as évet tanitasra, addig a 2023 /24-es évet eldrejelzésre hasznaltam.
Csak azon mérkézéseket vettem figyelembe, ahol mindketts csapat mind a
harom évben benne volt az elsGosztalyt ligaban. Osszesen 3066 mérkszést
hasznaltam fel tanitasra és elérejelzésre: 546 angol, 630 francia, 630 német,
630 olasz, 630 spanyol mérkézést.

Atlagosan 25% koriil alakult a dontetlenek, 37% volt a kis gy6zelmek
(1 golkilonbséges mérkézések), 38% a nagy gydzelmek (2 vagy tobb
golkiilonbséggel végz8dd mérkszések) aranya.

A labdarigas esetén a hazai csapatnak altalaban elénye van, mivel a
lelatokrol neki szurkolnak. FElényt alkalmazé modelleket is alkalmaztam
(BT 5 K és BT 5 K V) a kiértékelésekhez. Minden egyes fordulo
eredményeit az azt megel6z6 fordulok mérkszéseibdl jeleztem elGre. Mivel
a csapatok erdsségei valtoznak idével, ezért idébeli sulyozast is alkalmazé
modellt is alkalmaztam (BT 5 K V). A korabban bemutatott idgbeli
silyozashoz egy olyan ¢ értéket kerestem, amellyel a legkorabbi meccsek még
nem veszitik el teljesen értékiiket, de idével ténylegesen csokken a mérkézések
sulya, igy esett a valasztasom a ¢ = 0,999-re. Nagyjabol 3 évet olel fel az
idGszak amikor mérkdzések eredményeit értékeljiik ki, ami nagyjabol 1000
napnak felel meg. Az Gsszehasonlitasok (mérkézések) sulyai az id6 mulasaval
fokozatosan csokkennek; példaul egy 1000 nappal ezel6tti mérkszés sulya
0,999190 = (), 3677 lesz.

A négy modszer (P I 1, BT 5 N, BT 5 K és BT 5 K V)
Logloss értékeit a 27. tablazat mutatja be. Az eredmények szédmszert
értékei Osszhangban vannak a szakirodalomban korabban kozolt alacsony
értékekkel. Az atlagos teljesitmény tekintetében egyértelmiien megallapithato,
hogy a BT 5 N modell szerepel a leggyengébben, jelentGs a lemaradésa
a BT 5 K mogott, amelyet a P I 1 kovet. A legalacsonyabb atlagos
LoglLoss értéket a BT 5 K V modell produkalja, ami arra utal, hogy az
atlagos eredmények (lasd az utolso sort) alapjan ez a modell tekinthets a
legjobban teljesitének.
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Az atlagértékek alkalmazasa javasolt, mivel a modellek teljesitménye
liganként eltérg lehet, és egyes modellek bizonyos ligaknal (tobb gy6zelem
vagy dontetlen esetén) pontosabban képesek eldrejelezni, mint masok. Példaul
a BT 5 K modell feliilmulja a LoglLoss mérészam tekintetében a tobbit
az angol, a francia és a spanyol bajnoksagok esetében, mig a német és
olasz bajnokségok esetén a P I 1 modell mutatkozik a legeredményesebbnek.

27. tablazat. A LogLoss értékei az egyes modellek alapjan

P11 BT 5 N BT 5 K BT 5 K V
Angol | 0,9858  1,0076 0,9814 0,9853
Francia | 1,0276  1,0281 1,0217 1,0228
Német | 0,9665 1,009 0,9851 0,9769
Olasz | 0,9951  1,0199 1,0124 1,0079
Spanyol | 0,9951  0,9894 0,9720 0,9752
Atlag | 0,9940  1,0110 0,9945 0,9936

Az RPS éaltal kapott eredmények a 28. tablazatban taldlhatoak. Az
eredmények azt mutatjak, hogy az egyes esetekben mennyire térnek el az
elérejelzések a tényleges eredményektSl. Az RPS eredmények kozepesen
jonak mondhatéak. A modszerek a Loglosshoz viszonyitva azonos rangsort
adnak RPS esetén is. Az angol, francia és spanyol csapatok esetén BT 5 K
feliilmtlja mind a P_ I 1-t mind a BT 5 K V-t. Atlagos értékeket
tekintve tovabbra is a BT 5 K V alegjobb, mig a BT 5 N majdnem
minden esetben az utolsé helyen szerepel a négy modell koziil az eredmények
tekintetében.

28. tablazat. Az RPS értékei az egyes modellek alapjan

P11 BT 5 N BT 5 K BT 5 K V
Angol | 0,2071  0,2157 0,2063 0,2070
Francia | 0,2107  0,2103 0,2079 0,2083
Német | 0,1946  0,2080 0,2007 0,1979
Olasz | 0,2006  0,2065 0,2038 0,2021
Spanyol | 0,1897  0,1894 0,1849 0,1862
Atlag | 0,2005  0,2060 0,2007 0,2003

A BS szerint szamolt eredmények a 29. tablazatban lathatoak. Itt kicsit
valtozik a rangsor az atlagos értékek tekintetében a modellek kozott. Tovabbra
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is utolso helyen van jelentés lemaradéassal a BT 5 N el6ttea P_I 1, majd
a BT 5 K kovetkezik. A legjobban teljesité modell a BT 5 K V az
atlagos értékek tekintetében.

Az eredmények alapjan az angol, a francia és a spanyol csapatok esetén
mind a BT 5 K, mind a BT 5 K V jobb teljesitményt nyujt, mint a
P I 1. A német és olasz csapatok esetén azonban a P I 1 kissé jobban
teljesit, mint a BT 5 K V ésa BT 5 K. Erdemes megjegyezni, hogy a
0,2 kortili Brier-pontszam j6 eredménynek szamit a hdrom kimeneteld modellek
esetében, mint példaul a labdartago-mérkdzések kimenetelének elérejelzésében
hasznalt modelleknél.

29. tablazat. A BS értékei az egyes modellek alapjan
P I 1 B 5 N BI''' 5 K BI' 5 KV

Angol 0,1951  0,2008 0,1940 0,1947
Francia | 0,2061  0,2065 0,2046 0,2049
Német | 0,1915  0,2006 0,1955 0,1938

Olasz 0,1998  0,2033 0,2016 0,2005
Spanyol | 0,1979  0,1976 0,1935 0,1940
Atlag 0,1981  0,2018 0,1978 0,1976

A pontossag (ACC) a helyes eredmény-elérejelzések aranyat mutatja.
Az ACC éltal kapott eredmények a 30. tablazatban taldlhatoak. A
szakirodalomban a 0,52-es pontossag mar jonak szamit, ha nem tulillesztett
gépi tanulasi modell eredménye. Ebben az esetben is a BT 5 N szerepel
leggyengébben, mig tovabbra is a legjobban a BT 5 K V szerepel
atlagosan. A BT 5 K masodik helyen van a mérdszam szerint jelentGsen
megel6zve a harmadik P I 1 modellt. Nem szignifikans a kiilonbség az elsé
kettd modell kozott.

Ezen mérészam nagyban eltér a korabbi hdrom mérészam eredményeitél.
Mig a LogLoss, RPS, BS eredményeken alapul6 rangsorok egybecsengenek,
addig az ACC-n alapul6 rangsor jelentGsen eltér a tobbitdl.

A spanyol bajnoksag esetén kiilondsen szembetiing az, hogy a BT 5 N
modell sokkal jobban teljesit, mint a tobbi modell. Ebben a bajnoksagban is
elmondhat6 atlagosan, hogy a hazai palya el6nyt nyijt a csapatok szamara.
Amikor erGsebb vagy gyengébb csapat jatszik masik csapattal, akkor ez meg is
mutatkozik, de amikor kézéperds csapatok mérkéznek meg egymassal, akkor
sokszor idegenbeli gy6zelem sziiletett. Ez magyarazhatja a BT 5 N kivalo
teljesitését ezen bajnoksig esetén és a tobbi modell gyengébb szereplését.

A négy mérdszamot figyelembe véve az altalunk alkalmazott hérom
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30. tablazat. Az ACC értékei az egyes modellek alapjan

P I 1 BT 5 N B 5 K BT 5 KV
Angol | 0,5495  0,4945 0,5385 0,5385
Francia | 0,4905  0,4714 0,5238 0,5190
Német | 0,5238  0,4905 0,5286 0,5476
Olasz | 0,5333  0,5000 0,5286 0,5286
Spanyol | 0,4857  0,5143 0,4952 0,4857
Atlag | 0,5166  0,4941 0,5229 0,5239

modszer igen jol teljesitett. A BT 5 N modell hatranya bér jelentds volt a
tobbi modellel szemben, de a modell nem hasznél sem elénykezelést, sem
idébeli silyozast, igy ezt figyelembe véve mondhat6, hogy jol teljesitett. A
P I 1modell ésa BT 5 K modell fej-fej mellett teljesitettek a kiilonféle
mérGszamok tekintetében az atlagos eredményeket tekintve. Mig Osszesitve a
legjobb eredményeket a BT 5 K V', az el6nykezelést és idGbeli silyozast
is alkalmaz6 modelliink érte el. Nagyon jol latszik az eredményekbdl, hogy
érdemes olyan modelleket alkalmazni el6rejelzésre, amelyek a mérkdzések
puszta eredményein kiviil tébbletinforméciot is feldolgoznak.
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7. Osszefoglalas

Péaros Osszehasonlitasi modellekkel alapszakos hallgatoként kezdtem el
foglalkozni, majd mesterszakon is folytattam ezen kutatésaimat. A (fél)évek
soran 5 TDK dolgozatot frtam, s ezek koziil négyet az OTDK-n is bemutattam.
A munkidt PhD tanulmanyaim soran is folytattam, s igy jutottam el a
dolgozatban ismertetett eredményekhez.

Az elmult 7 év alatt részletesen megismertem a sztochasztikus héattérrel
rendelkezd Thurstone-motivalt modelleket, és jelentGs eredményeket
sikeriilt elérnem a kiilonb6z6 modellekkel kapcsolatosan témavezetSim
segitségével. Az eredményeim egy része elméleti eredmény, masik része
pedig a modellek innovativ alkalmazasa. Ezen alkalmazésok megvilagitjak és
egyben kidomboritjak a modellek elényos tulajdonsagait.

Az eredményeimet 3 {6 csoportba soroltam.

Az elsé tertilet elméleti eredményeket tartalmaz. KiemelkedGen jelentSs

eredmény a 3-opcios modellben az adatok kiértékelhetGségének sziikséges
és elégséges feltételrendszerének megadésa, amit egy Dl-es tjsagban
publikaltunk. A feltételrendszert nagyszamu szamitogépes szimulacio
eredményei elemzése alapjan sejtettem meg, s ezutan sikeriilt matematikai
eszkozokkel bizonyitani. A bizonyitashoz analizisbeli és grafelméletben
alkalmazott eszkozok voltak sziikségesek. Ennek koszonhet&en most pontosan
eldonthets, hogy az adatok kiértékelhetSk-e 3-opciés modellben, vagy sem.
Megemliteném, hogy a 2-opcidés modell esetén specialis esetben ismert
sziikséges és elégséges feltételt is sikeriilt altalanositani az eloszlasfiiggvények
széles osztéalyéra.
Az adatok kiértékelhetGségéhez kapcsolodnak még a modell opcidszam-
véalasztaséval kapcsolatos eredményeim. Ezek megerdsitik azon logikus emberi
sejtést, hogy a komplexebb (azaz a nagyobb opciészamu) modellek jobban
teljesitenek az informéacié kinyerés szempontjabol, amennyiben elégséges
paros Osszehasonlitasi adat all rendelkezésre.

Kutatéasi eredményeim tekintetében egy maésik jelentds teriiletnek tartom
a sztochasztikus paros 0sszehasonlitasi modellek koziil a 2-opcios Bradley-
Terry modell és a PCM alapt modellek Gsszekapcsolasat a konzisztencia
fogalman keresztiil. A PCM alapi modelleknél altalanosan hasznalt
konzisztenciafogalmon keresztiil sikeriilt a Bradley-Terry modellben is
definiciot megfogalmazni az adatok konzisztencidjanak értelmezésére. Ilyen
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fogalommal korabban nem talalkoztunk a szakirodalomban. Tovabba sikertilt
egy olyan ekvivalencia allitast bizonyitani, amely alapot adhat mas Thurstone-
motivalt modell esetén is az adatok konzisztencidjanak definidldsara. A
PCM és a Thurstone-motivalt modellek kozti kapcsolatokat erdsiti,
hogy szamitogépes szimulaciokkal megmutattam, hogy mindkét esetben
ugyanazokat az Osszehasonlitasi strukturakat érdemes az adatgytjtéskor
alkalmazni, amennyiben nem tudunk minden objektumot minden més
objektummal 6sszehasonlitani. Ez tjabb kérdéseket vet fel a két modellcsalad
kozti kapcsolatok tekintetében, ami a kutatésok folytatasat indukalja.
A bebizonyitott elméleti és szimulacios eredményeket szintén egy DIl-es
folyoiratban jelentettiik meg.

A harmadik teriilet a modellek tjszerd alkalmazasa. A modelleket méar
korabban is alkalmaztak kiilonféle teriileteken, példéul sporteredmények
kiértékelésének teriiletén is. En kibévitettem az alkalmazasokat, és ezeken
a példdkon keresztiil illusztraltam a modellek elényos tulajdonsagait.
Bemutattam, hogy a modellek alkalmasak elérejelzések készitésére akkor is,
ha kevés informéacié all rendelkezésre, vagy példaul elmaradt mérkszések
nehezitik az el6rejelzést. Megmutattam, hogy kevés Osszeftizé informécio
esetén is képesek hatékony egyiittes sorrend készitésére. Osszehasonlitva
ezen képességét a PCM alapt modszerek és a neuralis halok altal biztositott
modszerekkel, megmutattam, hogy jobb eredményeket kaphatunk, ha
Thurstone-motivalt modelleket alkalmazunk. Hasznaltam a modelleket
sportag-kivalasztasra, és megmutattam, hogy segitségével hatékonyan és
megbizhatéan adhatunk javaslatokat e tekintetben. Munkamban tujszerd
tobbkritériumos dontéstamogatashoz alkalmaztam a 7-opciés modellt, mellyel
kival6 eredményeket értem el. Ezzel bemutattam, hogy akar sportolok
teljesitményének méréséhez, szakdgakba soroldsdhoz nagy segitség lehet egy
Thurstone-motivalt modell alapu szoftver. Alkalmaztam a modellt valos
Osszehasonlitasi eredményeken fényforrasok csoportositasara nemzetkozi
kutatoi egyiittmiikodés keretében. A modellek el6rejelzé képességének
javitasara a szokésos 3-opcids modell helyett 5-opciés modellt alkalmaztam
a kordbban is hasznalt idébeli stlyozas és hazai palya elényének beépitése
mellett. Megmutattam, hogy az igy megalkotott modell elérejelzé képessége
vetekszik az irodalomban publikalt, legjobbnak talalt modell elérejelzé
képességével, sok esetben meghaladja azt. Eredményeimet Q1/Q2/Q3
besorolasi nemzetkozi folyoiratokban publikaltam.

Kutatasaim soran szamos kérdésre véilaszt talaltam, de természetesen ijabb

kérdések is felvetddtek, amelyek megvélaszolasa tovabbi kiterjedt kutatasokat
igényel a témateriileten. Tobbek kozott érdemes lenne tudni az adatok
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kiértékelhetGségének sziikséges és elégséges feltételrendszerét altalanos s-
opciés modellben, hasznos lenne inkonzisztencia mérdszamot definialni a
sztochasztikus hatterd modellek esetén is, illetve Gijabb teriileteken alkalmazni
a modelleket.
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A. Appendix

A.1. Optimalis opciészam valasztasa

31. tablazat. A 2- és 4-opcioés modell 6sszehasonlitdsa szimulécio segitségével
(mi 0 — 2,d1 = —1,35>

| Al 26s4  csak4  egyik se e@ e@ R®:®)
10 23 4006 95971 3,887 6,059 -0,359
11 85 8611 91304 4,566 6,405 -0,287
12 279 14819 84902 4,880 6,823 -0,285
13 708 21872 77420 5,168 7,231 -0,285
14 1473 29086 69441 5,313 6,917 -0,232
15 2646 35962 61392 5,421 6,736 -0,195
16 4195 42121 53684 5,576 6,655 -0,162
17 6401 47080 46519 5,709 6,465 -0,117
18 8981 50959 40060 5,839 6,332 -0,078
19 11999 53683 34318 9,924 6,179 -0,041
20 15499 595244 29257 5,946 5,970 -0,004
21 19284 dH878 24838 9,971 5,811 0,027
22 23220 95720 21060 5,939 5,643 0,052
23 27247 54962 17791 5,921 5,456 0,085
24 31453 53502 15045 5,882 0,284 0,113
25 35552 51612 12836 5,808 5,090 0,141
30 04845 39613 5542 0,424 4,296 0,263
40 79977 18949 1074 4,441 3,151 0,410
20 91265 8514 221 3,569 2,417 0,477
60 96142 3797 61 2,898 1,929 0,503
70 98224 1763 13 2,388 1,590 0,502
80 99167 831 2 2,011 1,343 0,497
90 99587 412 1 1,729 1,163 0,487
100 99781 219 0 1,510 1,023 0,476
200 99999 1 0 0,650 0,460 0,412
300 100000 0 0 0,414 0,297 0,394
400 100000 0 0 0,304 0,219 0,387
500 100000 0 0 0,240 0,174 0,382
600 100000 0 0 0,199 0,144 0,381
700 100000 0 0 0,169 0,123 0,378
800 100000 0 0 0,148 0,107 0,376
900 100000 0 0 0,131 0,095 0,374
1000 100000 0 0 0,117 0,085 0,373

o)
D



32. tablazat. A 3- és 5-opcids modell Gsszehasonlitasa szimulécio segitségével
(mi 0 — 2,d1 = —1,35,d2 = —0, 1)

|A| 3és5H csak 5 egyik se e(3) ) R®)-6)
10 39 2283 97678 5,715 7,765 -0,264
11 168 4899 94933 6,203 9,178 -0,324
12 454 8313 91233 6,508 8,666 -0,249
13 936 12437 86627 6,838 8,495 -0,195
14 1788 16617 81595 6,870 8,342 -0,177
15 3041 20513 76446 6,959 8,112 -0,142
16 4738 23837 71425 7,091 7,820 -0,093
17 6766 26470 66764 7,074 7,563 -0,065
18 9171 28704 62125 7,045 7,260 -0,030
19 11901 30146 57953 6,913 6,949 -0,005
20 14931 30912 54157 6,847 6,706 0,021
30 46295 21860 31845 5,683 4,466 0,250
40 66621 10441 22938 4,310 3,181 0,355
50 77156 4594 18250 3,370 2,404 0,402
60 82770 1964 15266 2,688 1,896 0,417
70 86060 887 13053 2,206 1,559 0,415
80 88263 412 11325 1,857 1,316 0,411
90 89784 191 10025 1,593 1,137 0,401
100 90892 92 9016 1,391 1,001 0,390
200 95497 0 4503 0,607 0,452 0,341
300 96976 0 3024 0,387 0,292 0,327
400 97762 0 2238 0,285 0,215 0,323
500 98232 0 1768 0,225 0,171 0,319
600 98530 0 1470 0,186 0,142 0,317
700 98714 0 1286 0,159 0,121 0,315
800 98867 0 1133 0,138 0,105 0,314
900 98991 0 1009 0,122 0,093 0,314
1000 99105 0 895 0,110 0,084 0,314
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A.2. Optimalis 0Osszehasonlitasi struktirak a 2-opcids
Bradley-Terry modellek esetén inkonzisztens esetben
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21. abra. Kiilonboz6 grafstruktirak esetén az informacio visszakeresés atlagos
mérészamai: az EU_ M, EU W altal meghatarozott atlagos téavolsagok,
a PE_M, PE_W, Spearman p és Kendall 7 altal meghatérozott atlagos
korrelaciok, n = 4 objektum Gsszehasonlitasa esetén [ = 0, 15-6s perturbacio
alkalmazasaval
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22. &bra. Kiilonboz6 grafstruktirak esetén az informécio visszakeresés étlagos
szordsai: az EU M, EU W Aaltal meghatarozott szorasok, a PE_ M, PE W,
Spearman p és Kendall 7 dltal meghatarozott szorasok értékei, n = 4 objektum
Osszehasonlitasa esetén | = 0, 15-0s perturbécio alkalmazasaval

e o Lol
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23. dbra. Az atlagos EU_ M és EU W tavolsagok a grafok éleinek szamanak
fiiggvényében (n = 6)
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24. abra. Atlagos rangkorrelaciés (Spearman p és Kendall 7) értékek a
kiilonboz6 élszamu struktirak esetén (n = 6)
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25. abra. Az adott élszamu optimalis strukturak euklideszi tavolsdga n = 6
objektum esetén
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26. abra. Pearson-korrelacios egyiitthatok az optimaélis grafok és a teljes graf
kozott a grafok élszamanak fiiggvényében

1

0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
o mu

EU_M EU_W PE_M PE_W p T
Mérészamok

Mérészamok értékei egyes grafok esetén

Hg30 mg4s

27. abra. Példa arra, hogy a kevesebb Osszehasonlitas tobb informaciot
eredményezhet: a 7 éld optimalis struktura, mint egy 8 éld struktura (n=6
objektum és 0,15 perturbaci6 esetén).
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28. abra. EU_ M és EU W tavolsagok a csillaggrathoz és a teljes grathoz
tartozo eredmények kozott a perturbécio értékének fiiggvényében
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29. abra. PE_M és PE_ W, Spearman és Kendall rangkorrelacios értékek a
csillaggraf és a teljes graf esetén esetén a kiilonbo6z6 perturbacié értékének
fiiggvényében (PE_M és PE_ W szinte megegyezik)
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30. abra. EU_M, EU W, PE M, PE W, p és 7 értékek a csillaggraf és a
teljes graf esetén kiilonb6z6 perturbacio értékek mellett
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